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Cet ouvrage a pour but de familiariser avec l'emploi 
des méthodes du Calcul infinitésimal les personnes qui 
étudient cette branche des mathématiques, et de leur 
faire nettement saisir, par des applications variées, le 
sens et la portée des théories générales. Il se compose 
de trois parties. Dans les deux premières, dont Tune 
est consacrée au Calcul différentiel et l'autre au Calcul 
intégral, le titre des paragraphes apprend à quel ordre 
d'idées se rapporte la solution de chaque problème. 
Cette indication est omise dans les questions diverses 
formant la dernière partie; on a laissé au lecteur, 
préparé déjà par ce qui précède, le soin d'y suppléer. 

Au milieu des ressources multipliées qu'offraient à 
l'auteur les œuvres des maîtres, les collections sa- 
vantes et les journaux scientifiques, la destination 
particulière du livre a déterminé le choix des matières 
et les limites qu'on s'est imposées. Les applications 
qu'il renferme en assez grand nombre, sous un volume 
restreint, se rattachent, en général, aux théories du 
programme de la Licence es Sciences mathématiques. 

Des travaux analogues répandus en Allemagne et 
en Angleterre ont fourni d'utiles secours. On a sur- 
tout largement puisé dans l'excellent ouvn|ge de 
M. D.-F. Gregory (i) publié en 184 ï, et dont une 
deuxième édition a paru en 1846. 



( I ) Examples of thc processes of the dijferential and intégral 
calculas, Cambridge, Deighton. 
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AVIS ESSENTIEL. 



Dans cet ouvrage , la lettre i sert à désigner le symbole ^ — : . 
La caractéristique log indique un logarithme népérien. 



RECUEIt D'EXERCICES 



CALCUL INFINITÉSIMAL 



PREMIÈRE PARTIK 



CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
QUESTIONS. 



§ I. — Différentiation des fonctions d'une seule variable, 

> 

1 . ^ = (ga* — &abx + 5 *'«') (a + *«)"''. 

2. r=(5A»«'+3o«6»x'-f-4o«»6'« + i6«»)(a-»-6x;'». 

, (a; -2 )' 

[{x-,)»(x_3)"r 
4 „_ [(^ +')(* + 3)»]^ 

». >-=log(logx)=log,x. 
6. j'=log,*. 

, q6 288 

_ 20 120 12 , ,, „ , 

'• ^= (4-5x)' -«-7^'og(4-5.^)- 

I 



■ ,i>i^î\.J 



2 CALCUL DIFrÉRENTIEL. 

9 y __ ^arc sin x 



*o. r = 



I ô 4- acmx 
r arc cos ; • 



11. y =ï:«sm*ircos^4:— -ycof^jT— îcosor totxooêêcx — - lo 

12. y=jf^^^', 

15. j = log I a? 4- (^' — «')*-f- arc sec - [• 
14. r = logti- Vi~/^ J' 

■-(- + -) 

2<7 \/7ï «/ 



+ ■ 



arc tang 
arc taog 



'X qx 

m — « -f- (/w -f- /?) QO%x 



On a d' ailleurs 



/?2=i(/W — «)»— 2C, q^:=:j{m 4- /?)"- 

16. j sinnx = at^r, 

17. j = I + a-d^. 

a: . r 

18. arc sin - + arc sin - = r. 



§ IL — Différentiation des fondions (le plusieurs 
variables. 



10. a = arc sin I 



ao. a = log i ^ 

L^-(*'-r')'J 

ai. tt = log(tang^V 



I 




22. u = 
85. u=z 



QUBSTIONS^ 

ay — bz 
cz — ax 



«4. u = zA 

§ in. — Dérisfées â! ordre quelconque, 

a». y:=:{a^bx)P, 

26. y = cos ax. 

27. y.= co%'^x, 

28. j = cos'' x, p entier positif. 
2Î>. ^ = loga?. 

»^ I -h a: 

'«• ^ = 711^' 



Si. x=:^^*^*^co9{jrsinO). 

S2. j=:«ï*»tx)s(*ar -f-c). 

55. y=:zK{a^bxf. 

54. j=«i'(i — a?)^. 

55. y =ixP\Qgx, 



do. 


^-{b-^xY 


57. 


y = €/^cosbx,xP, 


58. 


I. 


*> - «1 -- b'a:^' 


59. 


X 


^ ""«V— 6'x» 


40. 


I 


^ ^ à}-\- b^x" 


41. 


X 


^ fl> -h b^x" 


42 


V \t\a . • 



bx 



4 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

45. / = arctang-« 

44. j = 7 m entier positif. 

xP 

45. y -=. jjj, /?? et /? entiers positifs, p<^fn, 

46. 7 = ^*'. 

47. Déduire du numéro précédent les dérivées d'ordre 
quelconque de cos [x^) et de sîn (j^*). 

48. j: ' 



^ + 1 



Nota. — La détermination des dérivées d'ordre quel- 
conque conduis naturellement à la rechercha des dévelop- 
pements des fonctions au moyen de la série de Taylor ou de 
Maclaurin. Ce sera un exercice très-utile que de calculer 
ces développements pour les fonctions indiquées dans ce 
paragraphe et d'examiner, pour chaque série obtenue, les 
conditions sous lesquelles elle est convergente et a pour 
somme la fonction t;onsidérée. 



§ rV. — Changement de variables. 



" i 



■f-'{îh"m- 



Que devient cette équation lorsque la variable indépen- 
dante est j" ? 



«0. |^_Z_^ = o. 



Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

^ = log[x+.(n-^')'J. 

d^r dr , 

dx^ dx 



QtJESTiaNS. 5 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

X = e*. 
,d^r dv 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

X = CCS t. 

^ ' dx^ ^ ^ dx 1 — X 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

X = -~- • 



Prendre f pour variable indépendante, sachant qu'on a 
^ t = \og{a'hx). 

dx^ X dx 
Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on a 

(FouEiER, Traité de ia Chaleur.) 



Transformer cette expression en une autre ne renfermant 
que /' et 0, sachant qu'on a 



X = r cos 0, / = r sin ô. 
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Transformer cette expression en une autre dans laquelle 
les variables indépendantes soient r et 0, sachant qu'on a 

j:=:rcos6, r=rsinG. 

Changer les variables indépendantes dans cette équa- 
tion, sachan qu'on a 

*»-^ /' = '•'• 
^^ d*u d^u d^u 
dx* dy^ dz^ 

Changer les variables indépendantes, sachant qu'on a 

j:' -f- /' -f- z' = r». 

^^ d^u d^u 
da^ dy^ 

Prendre pour variables indépendantes r et 0^ sachant 
qu'on a 

;c = rcos0, /=:rsin0. 
- d^u d* u d^u 

Prendre pour variables indépendantes r, B et y, sachant 
qu'on a 

a: = rcos9, j = rsin ©sin (p, 3 = rsinôcos<p. 
§ y ,— Élimination des constantes et des fonctions, 
62. Eliminer m de l'équation 

65. Eliminer a^ b, c eld de l'équation 

ax -i- by '\- cz -^ d = Oj y étant fonction de x. 



1 



QUESTIOWS. 7 

64. KHniincr ^ et ^ de l'équation 
05. Eliiuinei' (f de ré(jiiatioii 

<»0. Klîiiiiner 9 et ^ de Téqualion 

67. Éliminer (p et ^ de Téquatiou 

z = ç ( rt/ + bx) >[/ (r// — ^x). 

68. Étant donnée la fonelion u == F (z, r) dans laquelle 
r = (f {^ax -\- cz) =^ ^ [ax — iy) , en déduire une équation 
indépendante des fonctions arbitraires (f et ^. 

^ M. - — Vraie vafeAir des fonctions qui se présentent 
sous des formes indéterminées. 

^^' 1 / nx . » — ?~; X ' pour ^= a. 

X — (/i -h 1 ) ic"'*'' -h WJ?"'*'' 
70. — r^ > pourx=:i. 

(I X j 

x + J?* — («-+-!)' j:""^* -h (a/i»-f- 2/1 — i)jr"+*—/i*«»^-'^ 

'*• ■ ■"- Cr'^^^ ' 

pour j: = I . 

72 ^ L_ — ^^ Z — L --, pour X = a. 

x{8a*x^'^8ax'y — (20fl«a?<4-iaa«ar«)*" 

or — (32tf» j? — 24^^')' 4- (4oa»Jc3-h 24^'^^)*— (2^— a')' 
75. ^^ ^^ , 

3fl (gx — loa) -h (36/i'x -h 45x» )* (2 jc^— a')» 
pour x = a. 



8 

74. 

76. 
77. 



irx- 



CALCUL DIFFÉaEIiTlEL. 



7C 



■ 9 pour a: = o. 






î pour ^ r= o. 



î pour X = o. 
pour j: -- o. 



2x*tang7rx 
log(taDg/?j:) 
îog(Ungj?) 

78. 0?* logx, pour X =:r o. 

79. a:*", pour x =z o. 



80 



81. 



89 



r-z T. ' pour X = o. 

2 sin'a: + sin a: — i ^ 

— -:-; -5-; ; » pOUF X = ^. 

sin (<i H- ^) sin (g -h x) — sin ^ sin a? 



sin (fl + ^ • 

pour X = TT — a — b. 

m 
83. (C08 flx) (cowcô.)^^ p^ur X = o. 

HA taDg(fl-f-a7).^tang(fl— x) „«.., ^__^ 

0«. 7 r ; rî pOUrX = 0. 

arc tang (fl -h x) — arctang(a — x) ^ 
a* sin ax — h* sin bx 

8tf. : r : — 7-9 pOU^f X = O. 

g^'sin gx — h' sm hx 
86. 1-1 > pour J7 = o. 



(j)""' 
(=-:) 






07. I 2 1 "9 pour X z=z a, 

88. y^ — gôfl'^'-h lOOû'x* — x* = o. 

Vraie valeur de ^ pour .r = o. 

80. {x^ -\- x^y — tjaxy^ -= ax'{:tx — n). 
Vraie valeur de — pour x = o. 



^ 



QUESTIONS. 

§ Vn. — Maxima et mini'ma. 

90. J =r a:* — 8x^-4-320?^ — 24x-f-I2. 

9i. X = 



9«. x = 
95. 



X* — X -j- I 



X* 4- X — I 

^ (x4-3V 

~ (xH-2)*' 
X 



94. ^ = 

(«'-f-x«)' 

9». ^=î^. 

X» 

96. ^=:(i + x^) (7 — x)». 

97. Trouver, sur une droite donnée, un point tel que la 
somme de ses distances à deux points donnés soit un mini- 
mum. 

98. Quel est le rayon du cercle dans lequel , à un arc de 
longueur donnée , correspond le segment maximum ? 

99. {Fig. 2.) Étant données les •parallèles AC, BD et la 
ligne AB , mener, par le point donné C, la ligne CXY, telle 
que la somme des triangles BXY et AXC soit un mini- 
mum. (VlVIAWI.) 

iOO. (Fig' 3.) PMO est un triangle sphérique rectangle 
en M ^ détertiainer la position du point P par la condition 
que PO — MO soit un maximum. 

101. Sur la ligne des centres de deux sphères trouver un 
point tel que la somme des zones vues de ce point soit la 
plus grande possible. 

loa. Etant donné un prisme hexagonal régulier, on joint 
de deux en deux les sommets de l'une de ses bases, puis on 
mène par les droites ainsi obtenues des plans également ih- 
clinés sur la base et formant une pyramide. On demande 
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quelle doit être rinclinaison de ces plans pour que le vo- 
lume total rësultanl ail la plus petite surface? On ne fait 
pas entrer dans le volume les portions du prisme en dehors 
de l'angle solide au sommet de la pyramide. 

405. Etant donné un cône droit, on demande de le cou- 
per, parallèlement à la génératrice, par un plan tel que le 
segment parabolique résultant soit le plus grand possible. 

i04. Déterminer Tellipse la plus grande qu'on puisse 
obtenir, en coupant par un plan un cône droit donné. 

lOÔ. j' -h lyx^ + 4-^ — 3 = 0, max. et min. de y, 

106. j*-h x^ — Zaxy =^ o, max. et min. de y. 

107. j* 4- X* — ^xy -f- 2 = o , max. et min. de y. 

108. y^ — imxy -J- .>:' — a' = o , max. et min. de y, 

109. tf = ^»-hj* — 2.x^-\- ^xy — 2y^. 

110. u = x^y^(a — X — y). 

jjj ^_. ^2 

(a-hJ^)(x-\-y)(x-^-z) (z -h ù) 

1 12. u = rx^ -h 2 j:/ -4- <r% 

X eiy étant liées par l'équation 

ï = (i 4-/?')^*-+- npqxy-^ (1 + 9')j'- 
115. u = a cos'x -f- b cos^y, 
X et y étant liées par la relation 

il4. ii = (x-|-i) (jH-i) (^-f-i), 
avec la condition 

lis. Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélipipèdc 
maximum. 

lie. Trouver le triangle de périmètre minimum inscrit 
dans un triangle donné. 



\ 



QUESTIONS. Il 

il 7. La surface qui a pour équation 

étant coupée par un plan donné qui passe par son centre , 
on demande les distances maximum et minimum de ce 
centre au périmètre de la section. 

i 18. Surface de la section faite dans un ellipsoïde par un 
plan qui passe au centre. 

119. Volume de l'ellipsoïde qui a pour équation 
ax^ H- a'x^ -+- a'^ z" -\- 1 byz 4- 2 // J7z H- 2 h" xy = C. 

120. Circonscrire à un triangle donné la plus petite el- 
lipse possible. (EuLER.) 

121. Inscrire dans un triangle donné la plus grande el- 
lipse possible. 

* . . « 

122. De toutes les pyramides triangulaires qui ont même 

base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite 
surface? 

125. Trouver un point tel que la somme de ses distances 
à trois points donnés soit la plus petite possible. 

§ Vin. — Tangentes aux courbes planes. 
124. Sous-tangente de la courbe qui a pour équation 



125. [Fig. 9.) Soient AB, AC, EF trois tangentes à la 
parabole BDC; si par les points E, F, où EF rencontre les 
deux autres, on mène des parallèles à ces lignes, ces paral- 
lèles se rencontrent sur la droite de contact BC. 

126. La <()urbe qui a pour équation 

L 1 1 

^3 4_ j.T :^ fi^ 
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est constamiuent touchée par une droite de longueur in- 
variable qui glisse en s'appuyant sur les axes coordon- 
nés. 

ift7. Trouver l'équation de la cycloïde et déterminer sa 
tangente. Généralisation du problème de la cycloïde. 

428. Du point A, pris dans le plan d'une courbe donnée , 
on mène la droite AM à un point de cette courbe et la per- 
pendiculaire AH à la tangente en ce poin t ] la tangente en H, à 
la courbe qu'on obtient en projetant le point A sur toutes les 
tangentes telles que MH, est distante du point A de la quan- 

139. Parmi tous les polygones d'un même nombre de 
côtés, circonscrits à une même ligure fermée convexe, 
trouver celui qui est le plus petit. 

150. Dans la spirale logarithmique, qui a pour équa- 
tion 

d 

r = ce^ , 

le lieu des extrémités de la sous-tangente est une spirale 
semblable. 

151. Dans la courbe 

r^ z=z û" sin n 0, 

l'angle de deux tangentes menées aux extrémités d'une corde 
passant par le pôle est constant. 

§ IX. — Points (ï inflexion des courbes, 

152. xx* = !ia(2ax-' x^y. (Maria Agnbsi.) 
155. ax» H- ôj3 _ c< = o. 

154. :c» — a' x' -!-«=» r = o- 

m 

155. 7 = 6-f-(.r -«)'*. 



QUESTIONS. 



130. r' == Î-. 



i57. Trochoïde. (Foîr n^ 127.) 

§ X. — Points singuliers autres que les points 
d^ inflexion, 

138. x« — ax^y + hy^ = o. 

139. x* — 2 ax'^ — 2x*j* -h ay^ -f- j* = o. 

140. JP* — 2aj3 — 3/2^^3 — 2fl'ar'-f-«* = o. 

141 . a:^ -4- x^y^ — &ax^y -f- fl'/' = o. 

142. [by — cxy = [x-^a)K 

143. 47* — ax^y — axy^ -j- o'j' = o. 

144. J-* — axy"* -f- ar* = o. 

145. a'j^* — aabx^y — o?* =r o. 
140. y^ -+- ax* — ô*a:/» = o. 

147. y^{2x —a) -{- a^x^ — x* = o. 

148. r = «(tangG — i). 

--^ , sinSG 

149. r» = fl» -. 

cosG 

§ XI. — Rayons de courbure des courbes planes. 

180. 3 ay^ z=zix^, (Parabole semi-cubique. ) 

181. Cycloïde. {Foir nP iVt .)] 

132 . y=z-\d'-^e"^).{ Ch^nette. ) 

2 2 1 

1«5. ^3+^^ = a\ (roî>n<»127.) 

Ldv 
i«4. ^ 4-(fl»— j»)'^ = o. (Tractrice.) 

188. H = a^ cos 2 0. ( Lemniscate de Bernoulli. ) 
1 80. r = a ( 2 cos ± I ). ( Trisectrice. ) 

187. Épicycloïde. (^oir n^ 127.) 



I 
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§ XII. — Développées des courbes planes, 

*ttB. Hyperbole équilatère. 
lôO. Ellipse. 

160. Parabole semi-cubique. ( Voir n** 150.) 

M 1. i. 

161. x^+x*=a^, (ro/rn°127.) 

162. Cycloïde. (ro/rn°127.) 
165. Traclrice. (Fo/'rn° 1S4.) 

164. Chaînette. (Toir n° I»l.) 

165. y z= ae^,,[ Logarithmique.) 

166. Spirale logarithmique, (/^o/rn^ 130.) 

167. Épicycloïde. (Fo/rn° 1«7.) 

§ XIII. — Géométrie à trois dimensions . 

.168. Lieu des projections du centre de T ellipsoïde sur 
ses plans tangents. 

169. Mener un plan tangent à la surface dont réqualiori 

est 

(fl'— z')x»— éy =o, 

et trouver l'intersection de ce plan avec la surface. 

170. Plan langent à l'héliçoïde gauche 

27rz . 27rz 

X ces ~i Y sin -7— = G , 

n n 

et distance de l'origine à ce plan. 

171. Le plan tangent à Théliçoïde développable 

,sm[_-^— =^ J-^-^^L"" a r'' 

fait un angle constant avec le plan xy. 
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172. Equation du plan tangent à la surface 

et distance du centre à ce plan. 

175. Trouver sur une sphère le lieu des points tels que 
la somme de leurs distances à deux points fixes, pris sur la 
sphère, soit une quantité constante. Tangente et plan nor- 
mal en un point du lieu. (Ellipse sphérique.) 

174. Plan osculateurde la courbe d'intersection de deux 
cylindres droits dont les axes se coupent rectangulairemcni. 

478. Un grand cercle d'une sphère se meut d'un mouve- 
ment uniforme autour d'un de ses diamètres supposé fixe , 
pendant qu'un point parcourt sa circonférence avec le même 
mouvement uniforme; on demande: i**la ligne décrite par 
le point ; 2*^ le rayon de courbure de cette ligne ; 3*^ son 
plan osculaleur. 

476. Plan osculateur de l'ellipse sphérique (n" 475). 

477. Rayons de courbure principaux de l'ellipsoïde. 

478. Rayons de courbure principaux du paraboloïde 

a o 

479. Rayons de courbure principaux de la surface 

xyz = /w'. 

180. Rayons de courbure principaux de l'héliçoïde gau- 
che (n°470). 

§ XIV. — Env^eloppes des lignes et des surfaces, 

484 . Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes 
ont les mêmes directions , et" pour lesquelles la somme de 
ces axes est constante. 

482. Enveloppe d'une droite de longueur constante qui 
se meut en s' appuyant sur deux droites rectangulaires 
(n«426). 



t 
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i85. Enveloppe des paraboles déterminées par Téquatiou 

j=r«x — (l -f- «M 7-5 
l\c 

a étant un paramètre variable. 

t84. Enveloppe des cercles donnés par l'équation 

(^ — «)'-!- r'==*% 
avec la condition b*z=z 4 ma, 

185. Enveloppe de la droite qui joint, dans une ellipse 
donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en 
supposant qu'on fasse varier le système de ces diamètres. 

186. Enveloppe des cordes de contact qu'on obtient en 
menant, des points d'une section conique, des tangentes 
à une autre section conique située dans le même plan. 

i87. Un plan variable coupe un parallélipipède de ma- 
nière à en détacber un tétraèdre dont le volume est con- 
stant; surface enveloppe de ce plan. 

188. Enveloppe d'une spbère donnée dont le centre se 
meut sur une circonférence aussi donnée. 

189. Surface enveloppe d'un plan variable qui détache 
d'un cône droit un cône oblique à volume constant. 

190. On coupe un ellipsoïde par un plan déterminé 5 en- 
veloppe des plans tangents menés à la surface par les points 
deTintersection. 

191. Surface enveloppe du plan 

les paramètres variables /, m, n, p étant liés par les équa- 
tions 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
SOLUTIONS. 



§ I. — Différentiation des fonctions d'une seule vcwiable. 

dx % ^ ' ' 

S. En prenant les logarithmes des deux membres et dif- 
férentiant ensuite , on trouve 

(*-!)'(* -3)- 
11 est souvent commode d'opérer comme dans cet exemple, 
lorsque la fonction est un produit dé facteurs élevés à des 
puissances. 

dx (a:-h 2)*L «-h I J 

dx a?logx 

6. Soit 

r = log3« = Iog(log,arj, 
d'où 

dy ^ 

dx ^logjrlogjX^ 
et généralement 



dx X logo: log} X. . . logjH-4 ^. 



^ djr 5 j:' 

7. —- =: : 



dx (5j: — 4)a 



8. $=- 



dx a:' ( I Hr JP )* 



I 



l 
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dy I 



10. 



dx a -\- h cos x 



rfr_C05-X 
11. — = -:— 

dx sin' X 

dy ^ I , sinx 

19. -i- = x*^' cosr logj: H 

dx ^ ^ X 

dx X \x — a 



dy aciMxe s*°' 



asin'xl^i— c sinr j L, _ (^, __ ^ sinxj J 



.». ^ = 



rfx a-\'h cos X -h c cos 2 x 

16. — = ^"^ f I — cotang nx), 
dx I — y 

dy éf 



dx a — y 



§ U. — Differentiation des fonctions de plusieurs 
variables, 

7^ X 

19. rf«= — T(r^— '*") 

r 
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[ay — bz) dx -^ [cz — ax)dy -^ {bx — cy)dz 

aa . €tll — (l -f r- • 

[cz — axy 

84. du^=zy*ey' [Xo^flo^zdxA — logz^/H j. 

§ DDE. — Dérivées d^ ordre quelconque. 



dy 
26. -7- = — « sm ax 
dx 



= fl; CCS f flx -f- - j 9 

-— ^ = — a' sin I ax H — ) = a' cos.l ûwî + 2 - J ; 
et généralement 

—-^ = a" ces ( €M? H- « - I • 
dx^ \ 2/ 

On trouverait de même 

d^.ûnax . / n\ 

= «" sm I ax -+- /t - 1 • 



27 . CCS* X = 
d'où 



h ces 2,0? 



--^ = ; = 2"-' CCS 

dx^ . 2 dx^ 



{^'+"1} 



On déduit de là 
rf^.sin^j: 



= ~ 2"-' CCS 



(2XH j rzra^-'sin f 2XH TT j. 



dj^ 
28. D*après une formule connue , on a 

2PcosFx==2)^ ^^^ i.a.3...A — 'cos[(/>.-aA)x]> 

La caractéristique V indique la somme des résultats qu'on 
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obtieDt eu remplaçant suceessivement , dans Texpression 
qui accompagne ce signe, la lettre h d'abord par zéro, 
puis par tous les nombres entiers depuis i jusqu'à p inclu- 
sivement. 

Le facteur ^-^^- '^^ est d'ailleurs supposé 

se réduire à i pour A = o. 

La formule précédente nous donne, en ajant égard au 
n^26, 

■ ^ = ^2„- ,...3 ./. ' iP-f^rcos[ip-.H}.+ _ |. 

Si la fonction proposée était siu^x, on trouverait deux 
formules analogues à celles que nous venons d'obtenir, 
l'une répondant au cas de n pair, l'autre au cas de // impair. 

«9. -^ = (— !)'>-'« (/? — l) (« — 9,). . .3.5.. I JC-\ 

dy 2 

et , par suite , 

r/«jr _ rf"-'.(l ~-Jr)--^ __ 72(/I—l). ..3.2.1 

dy 
Si. ^= ^*^**^^[cos(arsinÔ) cosô — sin (jTCOsô) sin ôj 

et eu continuant 

^ c= <?^<^«>»^ cos (a: sin ô -t- w ©)• 

52. On a identiquement 

c« [cos (^x + c) -h I sin (6j7 H- c)] ~ ^*+i(6x+c). 
Appelons m le premier membre de celte égalité, il vient 

dx^ "^ ' ^ 



V 
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Posons 



p = cos a, ^ =: 8in a ; 

la dernière égalité peut s'écrire 

d^u - 

-—- = («'4- A' )2 [ces («a H- isin/ia)][cos(6j:-}- c)-f-/ sin (6x H- c)] <?«*. 

Si Ton remplace maintenant u par sa valeur et qu'on iden- 
tifie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que 
les parties imaginaires , on trouvera 

—^ ^^ -^^ = [a^ -f- b'Y €^' cos (6j: -h c + wa), 

— i L±- il — (fl' H- é^)2 c^-« sm (^a: -4- r H- « a). 

35. Si l'on désigne par u et «^ deux fonctions de or, on a, 
d'après un théorème dû à Leibnilz, 

^w uv d** u dp r/"— • u n(n — \) d^if d*^"^ u 

dx^ <^x" dx t/.r"-' 1.2 dx^ dx^-^ 

Appliquant ici cette formule, on trouve 

p P 

fin y. ^ (ini^a 4- hx^ rf*»-' {a -h bxf ^ 

dx^ "^ ^ dj^ " flte"-' ' 

et en vertu du n° 2» 

54. En appliquant le théorème rappelé dans le numéro 
précédent, on a 



d'^X f '^ 

d^'-^l'^l 



P 



p — n 4-1 I — X 



1.2 ^p—n'^-\){p 



-714-2) (I—X)' "X 
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en posant 

Si n:=p, l'expression devient 

58. Au moyen du théorème du n? 55, on 9 

[loc j: H I 

I p —.72 -h I I 

1.2 (/? — /I-hl)(/> — «+ 2) "J 

en posant 

A =/^(/^ - i) (/^ - 2). . . (/t? - /i -H i)*P-«. 
Si n=:zp^ l'expression devient 

p(/,-i).. .3.2.1. ' (••='^ |. 

I I p{p—t){p — ^)-^-^ I 

56. 7 = (a-t-x)''.(6 -(-a?)-»; 
d'où (n°35) 






r ,^_„+,^ 1 

~ , n{n-i) g(g + ,) ' 



en posant 



A = p{p-^i,,.(p-^n-^i)- 



57. 7 = (c'^'cosévTJ.j:/'. 
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En posant 

b 

- = tang a , 

et ayant égard aux n°* 52 et 53, on trouve 



-^ = el^{a^ H- b'^f xP cos{bx -h n 
_, cos[6a; -4-(« — i)a] 



-4- npxP"^ 

, /î(/i— i) , . ___ ■cosr^a:-f-(«— -aja] "1 



58. 



I / I I 

^a \a — bx a -h bx 



et, par suite, 

dy 
dx^ 



^i^i)ni±hjjJ^[ \ i_ 1. 

Si n est pair, on peut écrire 

d^r 1.2.3.. . nb'' ^ . . ,.^ , ^ "^ 

en désignant en général par k^k l'expression 

A'(/- — i)... (A-— aA-f-i) 
r > 

I .2. . . 2^ 

et donnant d^ ailleurs à la caractéristique V le sens expli- 

que au n® 28. 

Si 7} est impair, on a la formule 

5». v=-Lr— î --1 

2 ^ La — èx « -4- é»j: J 
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En opérani comme au numéro précédent ^ on tfoaye, 
ponrn pair, 

et pour /t impair 

»-n 

40. On obtiendra les formules demandées en remplaçant 
b par iJ dans celles du n*^ 58; mab on arrive à des résul- 
tats plus simples de la manière suivante : 

I _ ' r ' I "j 

a^ -I- b^ A*' 2 <7 L^z — ibx a -\-ibx\ 
d'où 

En posant /z = rcosç, Jj:=. rsinç, le second membre 
devient 

1.2.3. ../i6« ( cos(«4-i)ç -h'sin(/i-|-Of I 

2/ï(fl»-l-6'x*) ^ [ — (— i)^isin(/H- i)o J 

Il en résulte, pour n pair, 

■^ / « \* t^exc lin _J_ 1 I ai»*» fonn 



,;; 1.2. .nb'* r, . Ox \ 

= (-') ^-7^, ces (/i + i)arctang— ; 

a{a'-hb^x') ^ v,N 1 



et pour n impair ^ 

On peut aussi oblenir une formule unique pour le^ (feux 
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cas •, en posant en effet 






a^ 4- b' j?' ; ?, af \ bx — ai bx 

et opérant à peu près comme tout à Tlieure, on arrive au 
résultat suivant, quel que soit n : 



dx^ "" ^ 



0" ^sm (/i-f-ijarclang^ • 

(LiOU VILLE.) 

4i. En remplaçant h par ih on rentre dans la qucstiori 
traitée n^ 39 5 on obtient d'ailleurs des formules plus sim- 
ples en opérant comme au n*^ 40. 

dy 2 ab 

42. -^ = r» 

dx a} — ô*>r' 
La question eàt ramenée à celle du n° 58. 

45. ±^ " ■ 



dx a^ -j- x^'' 
par suite (n° 58) , 

{a^ -+■ x^)i 

44. Premier cas, m pair. La métho.le de décomposition 
des fractions rationnelles nous donne ici : 



af" — a"* ma"^^ 



f^^ \x — a X -^ a I 



m — 2 'ihir , nhiz 

ces h ' sin - 



m m 



2 A 71 . . 2 A TT 

X — a ces ta tm 

m m 



m — a , 2 /i TT . . 2 /* îr 

—— cos / sm 

2 . m 



— y- 



j: — /? cos - ^ h fa SIB 



4 
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Posons 



nhit 
X — a CCS 

cos((pa).= -^^^ 



x^ — 7.ax cos H a* ) 

\ ^ I 



. 2A7r 

«sm 

SID (ffk) = 



Lr' — 2 tfx cos h a* | 

\ m ] 

il vient 

=(-,]« ^'^'-^ r _j î 1 






m— !i r2Air , . "1 

^ I.2...7l y 2 L ^ ' VJ 

^ ^ I ^l 1- 

2 [x^ — lax cos h a^ ) 

\ ^' J 



Deuxième cas, m impair. On obtient encore, au moyen 
de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus simples. 



af^ — a^ maP*"^ x — a 



—.y 



—y. 



-T — cos h i sin 

m m 



X -~a cos ta sm 

m m 

» — I 2kic . aAïT 

cos i sin 

m m 

aAir . 2 A TT 

X — a cos h ifl sin 

m m 



En faisant une hypothèse semblable à celle du premier cas , 
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il vient 



f/"j . ,.. I .2. . ./I I 



n — I 
2 



+ (_,)._ 2. ^^ ; 

2 / • 2A7r \ 

I j:' — 7.ax ces h a} j 

48. En opérant à peu près de la même manière que 
dans le numéro précédent , et adoptant les mêmes notations, 
on trouve pour m pair, 



daf" 



, , 1 .2. . ./i r I , , I 1 



[2A(/?-M)7r "1 



■mâr 

2 



» — 2 r2A(/?-M)7r 

ces ^^- ^ - 

L ^ 

[x^ — 2 ax CCS h a} | 






et pour m impair, 

I ^Uj n + 1 

-ma'^-P-' -r- 

la*' — 2 aar cos h «' ) 

\ ''' / 

dx 1.2 </j:» 1 . 2 ... « ^j?" 

Or on a 

l .2 

r^*'= I + r/{» -h -— /*' -f- . . . 

I .2 



1 
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Multiplions ces deux deniières égalités membre à membre 
et prenons \v coefficienl de h" ^ il est égal à 

[c'»(2i)"-h/?(/7-— i)c»-'(2jr)» " j 

n(n — 0(/? — 2)(/i — 3) ,, N , I; 

-4-—^ ^-^ '-^ ^ c^^('2xY-*-h. .. 1 

-T-j s'obtiendra done en multipliant cette quantité par 

1.2.3 . ,ne^'\ 

La méthode que nous venons d'employer peut s'appli- 
quer dans plusieurs autres cas. 

47. cos (x') H- I sin (x') = e^'^ ; 

par conséquent, en vertu du numéro précédent, 

fl?*.cos(x*\ ' .rf".sin(j:') 
(h^ dx" 

[/"(2a:)"-h/""'./2(/? — \){ixY~^ "1 

Remplaçons les puissances de / par des exponentielles, 

ip - 

au moyen de la relation iP=e ^ ^ le second membre de 
l'équation précédente pourra s'écrire 

{ixY e \ "^ ^ ~\-n{n — i){7,xy'-' c \ ^ / 4- 

On déduit sans peine de là 

i — '- = (•y.xY cos x^ -+- 72 - 

■+■ n[n — \)[ix )"-' cos ( or' H -n- J 

«(« — 1)(« — 2)(/i — 3) . ,^ , / . n — 7. \ 

1.2 ^ ^ 2 / 
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11 suffit de remplacer les cosinus par des sinus |>our ob- 

'^'^ —là-' 

48. Après avoir différcntié deux ou trois fois, on s'aper- 
çoit aisément que la dérivée /***"*' de y est de la forme 

on a donc 

(l) (^«-«-1)»+' -^=:û.^'-|-/7„_,^(«-)» + ... -hrz, ^; 

d'un autre côté, 
d'où 

On a aussi w 



(3) {é'+x-r^ 



,)^. = ^(-.+.), + ^iL" ^ + (a±j. 



S^^<"-- 



Multipliant (2) et (3) membre à membre et observant qu'en 
vertu de (i) le produit ne doit renfermer qu'un nombre 
fini de termes à exposants positifs, que, par suite, les expo- 
sants négatifs se détruisent mutuellement , il vient 

( + [3.-^2-.+ ^^^ ."].(-.)' + ... \ 

(Laplace.) 



/ 
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§ IV. — Changement de variables, 
49. -p7 -h X — é?^ = o. 

4r' 



^- ±: = 



àf _\dt) _ 

m' 



or 



donc 



^ = x + (i+x')', et — = (i-f-x')'; 



W, On trouve, en recourant aux imaginaires, 



= f tang 7 ! 



i?"-f-i 



dy dy t d^y J l^T ^^ ^ ày\ 

^.r ^f ' da^ i\de i ^ i dt ) 



d^y lay __ d^y 



I — i tang T 

"• dx- dt ' dx'~\de dt}" ' 
d*y_(d>x o^^'r . -^\^„. 
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et , par conséquent , 

^ + 6r = o. 

dW dr 

158. «fj: = cos9rfr— r^Oi/Oy 
4r = sin 9 r/r -H r C08 rfO ; 

d'où 

xd[y — ydx =: r^d^^ 

dx'-hdr^=:dr'^r'd^; 
et, par suite, 

dx 

dx r^ 



(-£)' (-^4)' 



dr ,. dB 

67. 1 := -7- cos ô — r sin ô —- > 
(ir dx 

dr , ^ ^dB 

O = 

donc 



o = -^ sin9 + rcosô-—; 
dx dx 



du du ^ du sin B 

-7- = ^- cos G — -77 > 

dx dr dB r 

du du , ^ du cos 9 

-r- = -r-SmÔ -4- -rr 

rf^ rfr dB r 



On déduit de là 



du du du 

^lfy''^lûc~^TB 



Cette transformation s'emploie dans la théorie des planètes. 
du du X d^u d^u x^ du f i y^\ 

on aurait de même 

d^_d^ux^ du(i^x^\ 
dP*~~''dF^'^dr\r^7)^ 
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et, par suite, f,,'*- 

d^ u i du 

~d?^'^r7?^^' 

Cette équation se rencontre dans Fétnde du mouvement dés 
fluides. 

d^u 2 du 
dr^ r dr 

du .du cosO du 

60. ;^ = sme— H -^, 

dy dr r dd 

d^u ^ . jg.d^u cos^B d^u cos^ B du 
^-«° ^di^'^-^d¥"^'T"d^' 

2. sio 



D B CCS B / d^u du\ 
~^ V drdB ~" dB/' 



d^u 
Pour avoir — ^» il suffit de cKanger dans Tëquation pré- 



dx^ 



cédente j en x et 6 en 0, oe qui donne 



d^u ^d^u sîn^ Bd^u s\n^ B du 

1 sin 9 CCS 



/ , d^u _du\ 
\^ drdB dB)' 



oti'tire de la 



d^u d^u d^u I d^u I du 

dt* '^ dp^ ~d^ '^ 7'dF '^'rd^^^' 

61. Désignons par 5 une inconnue auxiliaire telle qu'on 
ait 

s = rûnB; 
il en résulte 

jrr^sin^, Z = JCOSf, 
f = rsinô, x=rcos6. 

En ne considérant d'abord que les deux variables j^ et z, il 
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vieut) comme dans le numéro qui précède, * 

d^u d^u d^u 1 d^^u i du 

^'^ dp '^ dt^ ~' ~dF '^ 7^7^ "^ s ds' 

Nous trouverons de la même manière 

dUi d^u d^u I d^u I dn 

'^' 'ds^'^ d^ '^dt^ '^T^TÎF ^7 dr' 

La première équation du dernier numéro donne en- 
core 
.^. i da i du cosô dn 

' ^ 7ds'^7d7'^~7^7ê' 

En ajoutant membre à membre les équations (i), (a) et (3), 
il vient enfin 

d^u d^ a d^u d^a \ d^ u i d^u 2 da 

Sx^"*"^"^'^""5>^"'~P 5i^"*'?Ây "*" 7 d7 

cotO du 



Remplaçant 5 par sa valeur, on trouve 



d^{ru) I d^u 



''(*'"*'^) 



rfr' sin»9 c/y» sin r/G 

Cette équation , due à Laplace, est d'une très-haute im- 
portance dans la théorie de F attraction et dans plusieurs 
questions de physique. 

§ V. — Élimination des constantes et des fonctions . 

62. On trouve 

dr"^ 
axy -p- 4- ( hx^ — ay"^ — c^) — bxy = o. 
dx* 

63. On a les équations 

adx -f- hdy -f- cdz = o, 
ad^x -h hd^y -f- cd^z = o, 
ad^x 4- hd^y H- f''^« = o. 
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Les deux jiremières donnent 
a b 



dyd}z — dzd}y dzcPa: — dxd^z dx d^jr — dyd^x* 

et par suite, au moyen de la troisième, 

(dYd^z— dzd'x)d^X'\' {dziPx — dxd^z) d^y 

•+- (dx d^X — dy d' x)d^ z = o. 

Cette équation exprime la condition pour qu'une courbe 
soit plane ou que l'angle de torsion soit nul en chacun de 
ses points. 
64. On trouve , par la difiérentiation , 

£=^.,(^)_,.-.,(--)-Ç'f(j), 

et, par suite, 

dz dz 

dx dy 

résultat facile à prévoir, puisque z est une fonction homo- 
gène de degré n. 

On pouvait d'ailleurs observer tout d'abord que les deux 
fonctions se réduisent à une, car on a 

65. Le second membre étant homogène du degré n , on a 

sur-le-champ 

du du du 

X-— -hj-— -+-25-— = «w. 

dx dy dz 

66. On trouve, en différentiant successivement par rap- 
port à X et à /, 



> 
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et, par suite, 

y désignant une fonction arbitraire. 
Posons, pour abréger, 

dz dz dp dp dq dq 

Tx-^' Ty-'^' 5;-'"' Tr--di = '^ -dy = '' 

Il viendra, en éliminant /de Téquation (i), 
q^r — ipqs-^ p'^t = o; 

c'est l'équation générale des surfaces réglées dont la géné- 
ratrice rencontre constamment deux courbes données , en 
restant parallèle à un plan fixe. 

67. L'équation proposée peut s'écrire 

log z = log (p {aj -+-%jr) -h log >Kflr — ^^) > 

ou bien 

log « = F(flr 4- hx) -h/iar -^ bx) , 

F et y désignant deux fonctions arbitraires. 

On en déduit , en adoptant les notations du numéro pré- 
cédent, 

t=,br(ax'hbx)^ hf (ay — bx), 
^ = aF'{ar-+- bx) + bf{ay^bx) , 



z 



^IZLEL-h^v" 



z^ 
zt — q^ 



ô'F"(flrrH- bx)-hb'r{ay — bx), 
= a^r'iay -f- bx) 4- a'/'^Çay— bx). 



2' 

Les deux dernières équations nous donnent 

fl»(«r -—/?') — b^{zt — g^) = o. 



i 
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68. On trouve en diffërenliant , 

du du dr du dz 

dx dr dx dz dx 

du du dr du dz 
dy dr dy dz dy 

dr 
dx 



[a -^ c -^Y {ax ->r cz) =1 a^' {ax -^ hy)^ 



\ 



-L ~— h'if'{ax— by), 
dy 

dr , , . 

ctz 

d'où Ton déduit 

\ dr \ dr 



a dx b dy 



et 



\ du i du du M dz i dz\ 

I ^ I I j , 

a dx b dy dz \a dx b dy J 
On a d'ailleurs les deux équations 

(a 4- ^ ^) f'(«« -f- cz) =zaY [ax — by), 

dz 
c—is/[ax H- ca) =— b^' {ax — by)^ 

qui donnent 

\ dz i dz I ' 

a dx b dy c 
et par suite 

i du i du i du 

a dx b dy c dz 

§ VI. — Fraie valeur des fonctions qui se présentent 

sous des formes indéterminées, 
69. a'\ 
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70. — La fonction proposée est égale à la somme 



2 



{Foir n*^ 2, Questions diverses, y Partie.) 

71. ^-^^ y ^' La fonction proposée est égale à 

la somme 

(f^ozr n° 2, Questions diverses, 3® Partie.) 

72. — 
ga 

74. --. La fonction proposée est la somme de la série 

I i I 

-^ 7—, — ^2 -• \ — i -^ 



1 4- a:» 4 ->- *' 9 + ^' 

[FoirvP 17, QuEs!riONs diverses, 3® Partie.) 

7i5. ^' La fonction proposée est la somme de la série 
o 



I I 



(/^o/rn°17, Questions diverses, 3® Partie.) 
70. La fonction proposée revient à 

TTX langTrar — wx 
taDg TT ar ?. TT or* ' 



TT 



rr- est la vraie valeur du second facteur et, par conséquent, 

de la fonction elle-même. 

On serait arrivé au même résultat en faisant usage du dé- 
veloppement de tangTTxen série ordonnée par rapport aux 
puissances croissantes de l'arc. 
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77. La vraie valeur est celle de 

p cos^x tSLUQJc sin 2x ^px 

cos^px tSLBQpx 7.x sin 2.pX ' 

c'est l'unilé. 

78. Zéro pour n positif, — oo pour n négatif. 

79. Xoç^x*" = x^ log X, 

Donc, en vertu du numéro précédent, la vraie valeur 
cherchée sera i ou zéro , selon que n sera positif ou né- 
gatif. 

». ■. 

81. — 3. 

8d. sin a. 

85, Le logarithme de l'expression proposée a pour vraie 
valeur celle de la quantité 

(sin ax \ 
ax ) 
2 b cos ax ces bx sin bx 2 ^' ces ax ces bx ( sin bx\ 

La quantité cherchée est donc 



e ">'. 



84. ^-^ — 
ces' a 



8i$. 



86. La vraie valeur est i . 

2 

87. e '". 

88. -- = ± I ,. pour .r = o. 
dx 



^ 
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La courbe représentée par Féquation proposée est connue 
sous le nom de courbe du diable, 

dr 

89. -j^ =: 00 , pour X =1 o, 
dx 

§ \II. — Maximn cl minima. 

90. Pour X := I , y est minimum 5 
Pour a: = 2, maximum 5 
Pour a!:=3, minimum. 

9i. -4- = -, rr, = o> x=z±\. 

dx (i +x^Y 

Pour reconnaître les maxima et les minima, il suffit de 
considérer seulement la fonction i — x', parce que le fac- 
teur ; restera toujours positif et sa dérivée ne de- 

{\-hx^f ^ ^ 

viendra pas infinie, 

dii — x') 
T— --^"' 

donc jr = I répond au maximum , a: = — i au mini- 
mum. 

La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les 
calculs qui servent à distinguer les maxima et les mi- 
nima. 

98. En opérant comme dans le numéro qui précède, on 
trouve immédiatement que y est maximum pour x = o et 
minimum pour x = 2. 

93. Pour j:=:o, j=-j-'i minimum; 
Pour X = — 2 , y =i Qc , 

û , 4 . 

94. jî = — donne r =: , , maximum. 

Ce calcul résout la question suivante : Un point lumi- 
neux, situé sur une verticale donnée, éclaire une surface 



i 



\ 
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liorizonlale infiniment petite dont la position est connue 5 
à quelle hauteur doit être situé le point lumineux pour que 
l'éclairement de la surface soit le plus grand possible? 

I 

OU. X = e" donne r = — •> maximum. 
•^ ne 

96. Posant 

et ne tenant compte dans la dérivée que du facteur 

on trouve que 

X = o donne un minimum ; 
X = I un maximum; 

JT =r= "j un minimum. 

97. (I^'ig- 1 •) Soient A et B les deux points, Ox la droite, 
O l'origine, a et b les coordonnées de A, «1, h^ celles de B 
et OP = x; on trouve que la condition du minimum est 



c'est-à-dire que les angles APAJ, BPN sont égaux. 

Nous avons supposé les points et la droite dans le même 
plan*, la question se traite absolument de même quand 
cette condition n'a pas lieu. 

98. 2a étant l'arc donné, x le rayon- cherché, la condi- 
tion du maximum est 



ces- 



a / a . « \ 

; - ( a ces x sm - ) = o. 

X \ X X J 

On en tire x = — 1 e esl-a-dire que Je segment est un 
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(lemi-cerclc. Les valeurs de l'angle - supérieures à tt ne 

X # 

peuvent convenir. 

Le second facteur donne 

a 



(^) 



^X 

ce qui exige 

^- = 00 ; 
il en résulte 

y = o, 
qui est un minimum. 

99. {Fig.^.) AC = «, AB=r^», AX = a:. 

X = b^ donne le minimum. 

iOO. (Ffg.3.) POM = a, OP=y, OM=Ô. 

La condition du maximum est 

fiff — r/ô =: o ; 
d'ailleurà 

tango = ces a tang^. 

Il en résulte que 

tangtp = (sec a)' 

donne le maximum. 

401. Soient r, /' les rayons des sphères, d la distance des 
centres, x la distance du point cherché au centre de la 
sphère de rayon r-, on a 

X z=z d - — . 



On suppose (|ue le j)oint demandé est nécessairement si- 
tué entre les dctix centres. 



i 
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102. {Fig, 4») Soient Sic sommet de la pyramide addition- 
nelle^ PQRS une de ses faces prolongée jusque dans Tinté- 
rieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur la base 
et l'on mène OM, RP, SQ , qui se rencontrent au point N. 
Il résulte de cette construction que les pyramides PSRO et 
PMRO sont égales, de sorte que le volume dont on s'occupe 
est indépendant de l'inclinaison de SQ sur OM. Désignons 
par a le côté de l'hexagone, par l'angle SNO; la valeur 
minimum cherchée correspond à 

sin B =—' 

Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui 
résulte de cette solution. 

105. (Fig. 5.) Faisons 

BC = fl, AC=^, BD=^; 



il vient 



b ^ 

DN = -^, EN z^idjc — x^y, 



et la surface a pour expression 
3 a 



- -x{ax — j:')% 



dont le maximum répond h x = -t-' 

i04. [Fig. Ç.) Si Ton pose AC = a , CD = i , CN = x, 
BP représentant le grand axe de Tellipse, la condition du 
maximum est donnée par l'équation 

3 ( flî -H ^2 ) 07» — 4 ^ («' -^' ) ^ -h ^' («' + ^' ) = G. 

Les racines seront réelles si l'on a 

c'csl-à-dirc si l'angle du cône a moins de 3o degrés. 
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Si les racines ne sont pas i-éelles, il n^ a pas de maxi- 
mnm, et la surface de rellijjse augmente à mesure que son 
plan se rapproche de ]a base. 

On aurait pu traiter le problème en prenant pour in- 
connue l'angle o que fait le plan «ccatil avec le plan de la 
base. En désignant par 2 a l'ani^le du cône, la condition du 
maximum est alors donnée par Téquation très-simple 

sin 2 '^ = 7. sin 2 a , 

qui conduit au résultat déjà obtenu. 

lOtf. x = donne y = 9.^ maximum; 

2 

X = I donne v = — i , ni maximum ni minimum. 

106. X ==. ii*a donne v =z ^* a y maximum ; 

X z= o donne / = o, minimum. 
i07. Ni maximum ni minimum. 

.«« ma . a 

108. x= donne y z=z ;-9 maximum. 

(i— iw'f (i -/;/')' 

109. Pour j: = o etj^ = o, 11 = 0. maximum. 

Pourj:=±2' et y = zp2', 11 = — 8, min. 

i 10. Pour x = -etj = -59 11 = j^ ? maximum. 

Pour j- = o et y = o, u = o, ni max., ni min. 

lil. Quand u sera maximum, logi/ le sera aussi et ré- 
ciprocjuement. Prenant les logarithmes des deux membres 
et égalant à zéro les dérivées partielles du second, on trouve 



X y z b \^ / 
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Adoptons le signe -f- et posons 

îl en lésnlie 

Calculons les dérivées secondes et remplaçons-y les incon- 
nnes par ces valeurs ^ les conditions de maximum ou de 
minimum pour les fondions de trois variables indépen- 
dantes se réduisent à 



rt«,|8(, 4-;i)4<^' a*n'^\\ 4- nV^^' 



J 8 

et la fonction u a pour maximum 

I 

Le signe — donnerait un minimum. 

iI2. Adoptons la méthode des multiplicateurs, et soit / 
celui de l'équation donnée. On a 

(i) a[(i -h/?')^ -+-/^7r]+ rx-^r sjr=z o, 

(2) y[pqx -{- (i -h 7^)j]-4- jx-f-r/ = o. 

Multiplions (i) par x, (2) par y et ajoutons, il vient 

> -h M = Oj 
ce qui donne 

• {u[l '\- p-") — r]x := -^ [npq — s) Y , 
[u{i -i- q') -^ t]x = ^ {upfj ^ s) x; 

et, par suite, 

n^{l-hp^-hq^) — u[(i-i-q')r— ipqs 4- • i-f-/^'; /] + r^ — *'= o . 

C'est l'éijuation qui résout la question proposée. 



\ 
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La même équation se rencoiitrcî (juaiid on eherrhe les 
rayons de courbure maximum et minimum en un point 
d^une surface. 

H5. En remarquant (fue sîn 2 y = cos 2 x, on trouve 

Le signe -f- correspond à un maximuin , le signe — à un 
minimum. 

It4. Parla mélhode des niul(iplicat('urs on tnm\e 

,^^ Uo^^iAabe)f 
logflMog ^'logc» 

titf. L'ellipsoïde ayant pour équation 

et 2.r, 2/, 2 2 étant les arèles du parallélipipcde, on a 

abc 

3^ 3' 3^ 

et pour le volume cherché 

H abc 



H6. {Fi:;. 7.) ABC est le triangle donné, DEF le trian- 
gle inscrit. 

CD=.r, AE=^, BF = z. 

On trouve 

X — (b — j)cosC (a — x) — scosB 

' î_ — I ' 

[x»-f-(6— ^)>— 2x(^— r)cosC]' [z'-f- (^-- Jc)' — 2z(a — j:)cosBJ' 

et deux autres équations analogues; ce qui prouve qu'on a 

FEA = DEC , EDC = BDF , BFD = AFE, 



\ 
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Le triangle demaudë s'obtient donc en joignant entre eux 
les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets du 
triangle ABC sur les côtés opposés. 

il7. Ix -h mj -\-nz = o étant Téquation du plan don- 
née, r la distance du centre de la surface à un point de la 
section , on a 

r'= j:» -j- j2 ^_ gî^ 

r«= rt^ a:' -f- ^' j« + c* z% 
o = /a: + my -f- nz. 

Soient 1 et iJL deux multiplicateurs indéterminés ^ la mé- 
thode connue donne 

x + X/=fA«*x, y -h^im =2 y^b^jTj z -f- X/i = fAc'z. 

On tire de là 

I 

et , par suite , 



V r = 



On trouTe enfin , pour obtenir le maximum et le minimum 
de r, l'équation suivante : 



r»— a» ^ r»— ô» 



; = o; 



elle sert à déterminer les vitesses de Tonde propagée dans 
un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet 
exemple est la surface d'élasticité (n° 168). 

Foir Frbsnel, Mémoires de l'Institut, t. VII, p. i3o, 
et Hrhsghell, Théorie de la lumière. 

x^ r' Z* 
118. — -+--^-+-- = 1, équation de rellipsoïde. 

Ix + m Y -f- /2« = o, équation du plan. 

En opérant comme dans le numéro précédent, l'équation 
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qui détermine les axes est la suivante : 



aU^ b^m^ c^n 



,t „2 



+ -; r,4--^ -,= 0. 



Après avoir ordonné par rapport à r, on trouve que le 
produit des demi- axes de Tellipse d'intersection est 

abc 

r * 
{aU^-^ b^m^ + c'n'Y 

et, par suite ^ la surface a pour expression 

'H abc 

. _ . 

119. La question revient à trouver le produit des trois 
demi-axes principaux, et comme ces demi-axes sont les 
valeurs maximum et minimum du rayon vecteur ayant le 
centre pour origine , il suffit de clierclier les maximum et 
minimum de la qualité 

r = s/x^+y^^\ 

X, j-, z étant liées par l'équation de l'ellipsoïde. On trouve 
alors ^ en appelant X une indéterminée, 

\x -\- ax 4- 6' z -H b'y = o > 
^r*i-û'j+*z +^"j: = o, 
AZ -»- a" z-f- by -+- 6' a: =r o , 



d'où 



'=-j- 



En substituant , il vient 

( -^ — fl j ar — fc V - b'z = o, 
b" X — (^ — a'J j-l- fcz = o, 
b'x^by-{^^^a')z = o. 
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Multipliant la première équation par 

la deuxième par 
la troisième par 

et ajoutant , il reste , toutes suppressions faites , 

On ordonne par rapport à r' et on arrive , pour la surface 
demandée , à l'expression 

47r çl 

^ {aa' a' — ab' — a' b'^ — a ^"» — i bb' b'' Y 

120. [Fig. 8.) En désignant par a et 6 les coordonnées du 
centre de l'ellipse cherchée , l'équation de cette courbe peut 
s'écrire 

A(x — a)-f.2B(x — a)(j -6) + C(r — 6)'4-i=o. 

Posons CA = p^ CB = q^ et exprimons que la courbe passe 
par les points C, A, B ; il en résulte les trois équations 

(ï)^ Aa'H- 2Ba6-f-C6»-|-i = o, 

(2) A(/? — a)-^— 2B(^— a)6-hC6'4-i = o, 

(3) C(y — S)'— 2B(7— 6)a4-Aa»4-i = o. 

Retranchons successivement Féquation (i) des équations 
(2) et (3), il vient 

(4) A(2a— />) H- 2Be = o, 

(5) C(26 —9) -f-2Ba = o. . 



k 
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Les relations (i), (4), (5) donnent enfin , pour les coeffi- 
cients A, B, C, 

a(p^ -jr qa. — pq) 2aS(/96-4-^a — pq) 

^(p^-i-qa—pq) 

Pour obtenir rexprcssîon S de la surface de Tellipse en 
fonction de ces quantités , chercbons , en suivant la marche 
du numéro précédent, Téquation qui a pour racines les 
demi-axes de la courbe. Cette équation est la suivante : 

(AC — B')2<— (A-f-C — 2Bcose)z'-f-sin»Ô = o; 

le carré du produit des demi-axes est donc 

sin^O 



et, par suite, 



S = 



AC — B' 

TTSÎnô 



(AC-B')' 



Le minimum de S correspondant au maximum de 
AC — B', il suffit de chercher le maximum de cette fonc- 
tion des deux variables a et S. Les valeurs de A, B, C sont 
connues ^ en faisant le calcul et ne prenant que les facteurs 
utiles, on arrive aux équations 

2ga-h/?6 — pq = Oy T.p^-^qoL — pq=zo; 

d'où 

3' 3 

Le centre de Tellipse est donc au centre de gravité du 
triangle, et sa surface a pour expression 

2 7ra^ sind 

i ' 

3" 



i 
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Euler est le premier qui ait traité ce problème. La solu- 
tion précédente est due à Bérard ( Annales de Gergonne, 
t. IV). M. Liouville en a donné, dans le tome Vil de son 
journal, une solution géométrique très-simple. 

121. Cette question peut se résoudre en suivant une 
marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve 
ainsi que l'aire de l'ellipse maximum est égale à celle du 

triangle multipliée par -^ , que son centre coïncide avec le 

centre de gravité du triangle , et que les points de contact 
sont les milieux des c6tés. 

( BiRABD, Annales de Gergonne^ t. IV . ) 

122. h désignant la hauteur, a, 6, y les angles dièdres 
correspondants aux côtés a, i, c de la base , il faut rendre 
minimum l'expression 

ah bh ch 

-f- 



sin a sin € sin 7 

qui représente la somme des triangles latéraux. Les angles 
ûf, 6, y, sont liés d'ailleurs par la condition 

a cota -4- h col6 4- c coty = const. 
On trouve 

a =r 6 = 7. 

125. Soient A, B, C les points donnés. Prenons pour 
axe des x la droite qui joint A et B, et pour axe des y une 
perpendiculaire à cette droite menée par le point A. a étant 
l'abscisse de B, a , & , les coordonnées de C , a:, j" celles du 
point cherché, l'expression à rendre minimum est la sui- 
vante : 

Posons 

diû dff 



\ 
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on en tire 



^—x X r 

i I "T" < 



Elevant au carré et ajoutant, il vient 

d'où l'on déduit 

et comme le second membre peut s'écrire 



on trouve enfin 



a. Y 
x^ -\- jr^ — OLX = ± -j- 



Celle équation représente les deux cercles qui correspondent 
aux segments capables des angles de 120 degrés qu'on peut 
décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point chercbé est 
à Fintersection de trois segments semblables décrits sur les 
côtés AB, AC, BC^ il jouit par conséquent de cette pro- 
priété que les droites qui le joignent aux points A , B , C 
forment trois angles égaux entre eux et de 1 20 degrés. 

Quand le triangle ABC a un angle plus grand que 120 
degrés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux 

conditions —^ = o , --^ = o , sont alors incompatibles. Le 

problème ayant toujours une solution , pour trouver celle 
qui convient dans ce cas, remarquons que les dérivées de- 

4- 
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viennent - si l'on prend pour le point cherclic l'un des 

trois points A , B , C -, c'est donc l'un de ces trois points 
qui résout la question , et l'on voit sans peine qu'il faut 
choisir le sommet de l'angle obtus. 

Ce problème fut proposé par Toricclli à Fermât , qui en 
donna peu après trois solutions; plusieurs géomètres s'en 
sont occupés depuis. La solution précédente est due à 
M. J. Bertrand. [Journal de Liouville , lome VIII.) 

§ VIII. Tangentes aux courbes planes. 

124. Sous-tane; = • 

ar— - j 

128. {Fig, g.) AC = a, AB = b. L'équation de la pa- 
rabole tangente aux droites données est 

qui se met sous la forme plus simple 



i^ïHif- 



L a tangente a pour équation 

X Y 

r-i 



par conséquent , 

le point (a^o > y^) est donc sur la droite 

X Y 

a b 

126. L'équation de la tangente étant 

X Y 

-+— = !> 
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les segments x© ,^0? que cette droite délermiiie sur les axes 

à partir de l'origine, ont pour valeurs (a* a:)*, (^'j")^? 
d'où il suit que la portion de cette tangente comprise entre 
les axes est constamment égale à la longueur a. 

Celte propriété est caractéristique de la courbe en ques- 
tioji qui est une hypocycloïde (n° 127). 

127. ( Fig. 10.) AX est la droite fixe , M un point quel- 
conque du lieu, A la position initiale du mobile. En sup- 
posant les axes comme dans la figui-e, désignant para le 
rayon du cercle et par l'angle MO 13, on a 

.s I X = a — a sin , 

( y '=' a — a ces ô ; 
et, par suite, 

X ■=. arcacos — — (^«J — j'}'- 

Cette équation convient à tous les points de Tare AC, 
pour les points de l'arc C'A', le radical devrait être pré- 
cédé du signe -h. 

En se servant des formules (i) , on trouve 

-r- — — ^-^ =7777 = ^ang PMB. 

dx X MD ^ 

La tangente à la cycloïde s'obtient donc en menant MC. 

Abaissons MD' perpendiculaire sur C'B', et soit M'R 
tangente au cercle O'. On a M'R = MM', puisque M' C est 
bissectrice de l'angle RM'D'^ il en résulte que M'R est 
égale à l'arc M' C et que le lieu des points R est la dévelop- 
pante du cercle. 

La cycloïde possède une foule de propriétés curieuses. 
Après les sections coniques, c'est sans contredit la courbe 
dont les géomètres se sont le plus occupés. Attribuée par 
les uns à Galilée, par d'autres au cardinal de Cusa (i5io), 
elle devint célèbre du temps de Roberval, qui le premier 
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détermina sa surface. La construction de sa tangente fut 
donnée par Descartes , Wren calcula sa longueur ; Pascal 
trouva l'aire et le centre de gravité d'un segment quel- 
conque, ainsi que la surface et le volume engendrés par la 
révolution de ce segment autour de l'axe de la courbe. C'est 
à Huyghens qu'est due la connaissance de sa développée, de 
son rayon de courbure et de la propriété remarquable oont 
elle jouit d'être la tautochrone. Jean BernouUi découvrit en 
elle la bracbistocbrone et lui reconnut une autre propriété 
singulière dont voici l'énoncé : Qu'on imagine un arc de 
courbe AB , tel que les tangentes extrêmes soient perpen- 
diculaires entre elles; développons-le à partir du point B, 
ce qui donnera l'arc BC. Développons celui-ci à partir du 
point C , ce qui donnera l'arc CD , et ainsi de suite. La li- 
mite des arcs ainsi obtenus est une demi-cycloïde. • 

Cette courbe a été l'objet de traités spéciaux dus à Pascal, 
Wallis , etc. 

On peut généraliser le problème de la cyeloide en suppo- 
sant que le point décrivant M n'est plus sur une circonfé- 
rence mobile, mais demeure invariablement lié à celte cir- 
conférence et à une distance b du centre O. La droite MO, 
prolongée s'il est nécessaire, rencontre là circonférence 
en N, Met N étant du même côlé du centre. En prenant 
les mêmes axes que pour la cycloïde engendrée par N, et 
comparant les coordonnées des deux courbes, on trouve 
pour le lieu cherché 

X = « — & sin 6 y 
• j = « — b ces 0. 

C'est la trochoïde. 

Au lieu de faire mouvoir le cercle O sur une droite , fai- 
sons-le rouler sur un autre cercle fixe C. Selon que la courbe 
mobile sera extérieure ou intérieure à la courbe fixe, on 
obtiendra une épitrochoïde ou une hypolrochoïde. Soient 
A et Q (fig* II) les points en contact à l'origine du mou- 
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Tement, M le point décrivant, et posons 

OM = A, CN = x, MN=r, ACB = 0; 
nous aurons alors 

Q0B = j9, 
et 

x = CH -f- HN = (a -f- A) cosô — h cos T" ^ » 

y = 0H — OK = (a -+- *) sm 9 — // sin ^ r—^- 

Si le cercle mobile est intérieur à l'autre , on a 

x=z[a — ^)cosô4-Acosi T"^ ' 

j = (fl — b) sin ô — /* sm 7 • 

En faisant h= b dans ces équations, on obtient celles 
de Vépicycloïde et de Vhjrpocycloïde. 

Sih = b = a, Tépicycloïde a pour équation 

ou, enposantx= a+ rcosç, j^ = rsin(p, 

r = 2«(i — cosf). 

C'est une des caustiques du cercle , le point lumineux étant 
à la (Âroonférence. Sa forme lui a fait donner le nom de 
car 



Faisons dans l'équation de l'hypotrochoïde h = b = jy 
il rient 

qui peut se mettre sous la forme simple 

111 
x^ -{-X^ ^= ^' • 

Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions. 



/ 
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L'hypoirochoïde se réduit à une ellipse sib= — 



128. Soient A Torigine des axes , AM = r, AH = p. Les 
coordonnées de M sont x et y, celles de H, a et 65 P est la 
distance inconnue. On a 



rfj, 



a 



dx X — a 

ce qui donne 

(i) aa: -h 67 = a» -h 6» = /?% 

(a) a,dx -^^dy z=^o. 

Or 

^^ e 



des équations (i) et (2), on tire 

d^ X — 2a 

doL y — 26 

et en substituant dans P, 

r 



V c. Q. F. 



129. {Pîg- 12.) Soient AB, BC, CD trois côtés consé- 
cutifs du polygone minimum, et prenons pour origine le 
point E où se rencontrent AB et CD 5 la tangente BC doit 
être telle que le triangle ECB soit maximum. Déterminons 
le point de contact M par cette condition. On a 



et 



■«^ dy ^wx dx 



/ drV dx 

CBE = -(^-x^) -sinE. 
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Pour le maximi^m on trouve , en difTéren liant , 
dy^dx ( dfX ( dx \ 

et, en égalant à zéro le dernier facteur du premier membre 
de cette équation , il vient 

I / dx\ I __ 

ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties 
égales par le point de contact. La même chose a donc lieu 
pour tous les côtés du polygone cherché. 

180. f étant Tangle de la tangente avec le rayon vecteur, 
on a 

tangf = tf et sous-tang = ra = ace^, 
151. tangf =7taDg/iO; 

d'où 

^ rr /JÔ H- A-TT. 

Soit y' répondant à F angle ô 4- tt , il en résulte 

ce qui démontre le théorème. 

§ IX. — Points d'inflexion des courbes. 

3a la 

132. x = — et j^ = — r-. 

3^ 



ftS. a? = <5, yz=zcy-\\ xz=icy-A ^ r = 



o. 



154. x = ±—, X==-TT 
6' 
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155. -- ^ I ; X = a , point d'ioflexion ; 

la tangente en ce point est parallèle à Taxe des x. 

— <C ï > xc=z ai point d'inflexion ; 
tangente perpendiculaire à l'axe des x. 

156. r=2^fl, = -. 

b a^^b^ 

157. cos 9 = - j y = 

a •^ a 

§ X. — Points singuliers autres que les points d'inflexion. 

lis. (Fig, i3.) L'origine est un point triple; l'une des 
brandies toudie Taxe des x\ les deux autres font avec ce 
même axe des angles dont les tangentes sont 

159. [Fig. 14.) Point triple à l'origine. En ce point, 
-j- a pour valeurs 

0,2% — 2'. 
i4o. {Fig. i5.) Trois pmnts doubles : 

.=0. , = -«, | = :.(|)S 

141. (F/g:. 16) f^y = o, à l'origine. 

1*4. Rebroussement de première espèce pour x=a. 
143. 'Rebroussement de seconde espèce à l'origine. 



^ 
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H«. {Fig. ,7.) 
I«. {Fig. 18-) 

^46. {Fig, 19.) Cette équation se discnie facilement an 
moyen d^nne inconnue auxiliaire. 
U7. [Fig. M,) 
I4«. {Fig. ai.) 
It». (F/^. aa.) 

Nota. — La plupart des courbes données dans ce para- 
graphe sont tirées de Y Introduction à Fanasse des HgFtes 
courbes de Cramer. 

S XI- — Rttyons de courbure des courbes planes, 
[la -t-3x>x 



ISO. 6>:= 



3fl« 



La parabole semi -cubique est la première courbe qui ait 
été rectifiée. Celte rectification fat trouTée presque en même 
temps pau* ¥an-Heuraet et Xeil , en parlant de la quadra- 
tote de la parabole ordinaire connue depuis Archimède. 

151. p = a(2iir)' = 2MB. [rtg.io.j 

Ce ra3^n de courbure â^obtient simplement par des con- 
sidérations géométriques. 

IM. o = - — La chainette est la courbe qu*aflecte un 

fil attaché à ses deux extrémités et soumis à Faction de la 

pesanteur. 

I 
155. ù* = 9 [njcv \ * . 

a^ 
154. p* = ~(a* — j*). Dans œUe courbe, la portion 

de tangente comprise entre le point de contact et l'axe des 
X est npe quantité constante. Cette propriété lui a fait don- 
ner le nom de courbe aux tangentes égales. Elle porte 
paiement celui de traclrice. 
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Si l'on désigne par « l'angle de contingence , le quadrila- 
tère formé par deux rayons vecteurs consécutifs et les tan- 
gentes correspondantes montre qu'on a 

dr 
» = r/0 + r/<p, et , par siule , p = r — . 

L^ équation p =zmr représente une spirale logarithmique 
(n** 130). On trouve 

r 
" m 

Pour les spirales de Côtes , dont l'équation est 





a'b 



Xn. — Déi^eloppées des courbes planes, 

158. L'équation de Miyperbole est xj = m' •, a et 6 étant 
les coordonnées du centre de couriure 






et, par suite, 
d'où 






On en conclut 

{a+6)^"~(a^6)^=(4/7i)»'. 

Itf9. La marche adoptée dans le numéro précédent peut 
servir ici , maïs on obtient plus vite le résultat par la mé- 
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thode suivante, où Ton considère Ja-développée comme le 
lieu des intersections successives des normales à Tellipse. , 
« et S étant les coordonnées courantes de la- normale , 
celte dernière a pour équation 

^ X ^ ' 

Pour le point infiniment voisin du point (oc^y)^ on a 

n'a _, b^b ^ 

— dx^ — djr = o. 

et d'ailleurs Féquation de l'ellipse nous donne 
xdx ydy 

-^ + -Âr = °- 

Désignant par X un multiplicateur indéterminé, il vient 
£^ __ a'a > ^ b^% 

et y par suite, 

Donc 

x==—^ ^, r= ^— ^, 

{a^—b^y {a'-^b^y 

et en substituant dans l'équation de l'ellipse 

on trouve 

81/26'=: l6[9.fl±(a' — 6aaf]'[dz(fl»— Grta)' — û]. 
161. a = Jc4-3(^=)S 6==j-f-3(x»^f; 



) 
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d'où 

1 A 

Tirant delà x^ cl j^% puis substituant dans Téquation de 
la courbe , il vient 





(a4-6r-+-(a-^6)»=-2fl\ 


162. On trouve tout de suite 


Or 


J- — 6 = a/, d'où j = — 6. 


donc enfin 


dx __ da (2/7r— r')^. 




^(-P)_ (-S) 


. 


^ ^ r / ^>\ / A\.nT 



équation difierentielle d'une cycloïde égale à la proposée, 
mais inversement placée par rapport aux axes. 

On peut, d^ ai Heurs , trouver géométriquement cette déve- 
loppée, en remarquant que si Ton prolonge MB d'une 
quantité égale B/w, elle n'est autre que le lieu des points m 
[voir n^ £27) , fig, lo. Si l'on mène une parallèle à l'axe 
de X , au-dessous de cet axe et à une distance marquée par 
le diamètre du cercle générateur de la première cycloïde, 
on aura la base de la seconde qui a son sommet au point A, 
et qui rencontre sa base sur le prolongement de C'B^ 

tes. 6 = —; -rz = r ; il est facile de voir que 

c'est là l'équation différentielle de la chaînette. 

164. X — a= — (c-f-J?); 

donc 

'-C^ + [(«4-r)'-4r'f=o); 
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telle est l'équation diâerentielle de la développée de la chaî- 
nette. 

165. r — b= > d'où r = ^ — 7 - 

r 4 

et, par suite, 

4«^ + 6±(6'-8a'r = û. . 

166. Nous prendrons Téquation de la courbe sous la 
forme p = mr. [Voir note du n^ 157.) 

Si p'^ r' sont les coordonnées Jun point de la développée 
d'une courbe quelconque, on voit sans peine qu'on a géné- 
ralement 

avec la relation connue û=^r -7— 
*^ dp 

Au moyen de ces équations et de celle de la courbe 

p=f[r), on éliminera p, r et /; ; le résultat sera l'équation 

de la développée. 

Pour la spirale logarithmique , ce calcul nous donne 

p' = mr\ 

équation d'une spirale égale à la proposée. 

Il peut arriver que la spirale logarithmique soit à elle- 
même sa propre développée. Cherchons la condition néces- 
saire pour cela. O étant le pôle , M un point de la courbe , 
N le point correspondant de la développée qu'on suppose 
appartenir aussi i la spirale , les lignes OM et ON sont per- 
pendiculaires ; c'est une conséquence de ce théorème que la 
tangente fait un angle constant avec le rayon vecteur. Il 

résulte de là que si r = e^ est Téquation de la courbe, r' le 
rayon vecteur de la développée , on a 



(2A--n)7r 



r z= &' 



ia 
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On trouve aussi, en s'appuyant sur le théorème rappelé, 

/•=«/•'; donc a^=ze ^ 

Telle est la condition nécessaire et suffisante pour qu une 
spirale logarithmique soit sa propre développée. 

Cette courbe se reproduit de plusieurs autres manières. 
Sa développante , ses caustiques par réflexion et par réfrac- 
tion en supposant le point lumineux au pôle, le lieu du 
pôle d'une spirale roulant sur une spirale fixe égale, sont 
des courbes égales à la proposée. Jacques Bemoulli, frappé 
de ces propriétés remarquables , appelle celte courbe spira 
mirabilis. Il voit en elle le type de la constance, le symbole 
de la résurrection. Voici le curieux passage où il témoigne 
son enthousiasme : « Cum autem ob proprictatem tam sin- 
» gularem tamque admirabilem mire mihi placeat spira 
» haec mirabilis, sic ut ejus contemplatione satiari vix 
» queam, cogitavi illam ad res varias symbolice repraesen- 
» tandas non inconcinne adhiberi posse. Quoniam enim 
» semper similem et eamdem spiram gignit, utcumquc 
» volvatur, evolvatur, radiet, hincpoterit esse \el sobolis 
» parentibus per omnia* similis emblema : simillima filia 

H matri Aut, si mavis, quia curva nostra mirabilis 

» in ipsa mutatione semper sibi constantissime manet simi- 
» lis et numéro eadem, poterît esse vel fortitudinis et con- 
» stantiae in advcrsitatibus , vel etiam camis nostne , post 
» varias alterationes et tandem ipsam quoque mortem^ 
» ejusdem numéro resurrecturae symbolum; adeo quidem 
» ut si Archimedem imitandi hodienum consuetudo obtî- 
)) neret, libentcr spiram hanc tumulo meo juberemincidi 
» cum épigraphe : Eadem mutata resurget. » 

167. L'épicycloïdc a pour équations 



(«) 



l X = {a -{- 0) cosG — CCS — - -i 

\ y z- (a -^h) sin — h Mn y • 
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Cherchons d'abord réquation de celle courbe au moyen des 
coordonnées /? el r (n^ 157). On tire des équations (i) 

(2) r»=r û»-H4^(a + ^)sîn' — 5 

et, après les avoir différcntîées, 

a B 
r/j = 2 (fl -f- ^ ) sin — (iO; 

par suite 

aQ 

a ces —r 

dr 7.0 

ds r ^ 

f étant l'angle de la tangente avec le rayon vecteur. On 
déduit de là 

aB 

(3) /7*=r*sin'(j> = r' — «'ces'— 7- 

L*élîraînation de 9 entre (2) et (3) conduit à l'équation 

en posant 

c'= rt'4-4^(« -f- ^)= («••}- 2^)^ 

La méthode du n° 157 donne 
et, par suite, 

, "M) 

pour l'équation delà développée*, c'est une autre épîcy- 
cloïdc. 
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§ Xin. — Géométrie à trois dimensions, 
168. L'équation de Fellipsoïde étant 
X' Y' Z' 

on aura pour celle du plan tangent au point (r, y-^z)^ 

, . Xa; Yr Z 3 

a} h^ €* 
avec la relation 

x" r' z" 

^ ' a? b^ c^ 

Les équatioHvS d'une perpendiculaire à ce plan, menée 
par l'origine, peuvent s'écrire 

(3) "^ *^ ^^ 



œ"œ~© 



Pour éliminer x^y^ z entre les équations (i), (a), (3), 
remarquons que la valeur commune des rapports (3) est 

(/7»X»+^»=Y'-h^'Z»)=' 
Par conséquent, 



(=) "■ (5) " (^) 



On en conclut 

X»+ Y' 4- Z' = (a'X'-h ^' Y' -+- c'Z>)\ 

C'est Féquatîon de la surface rC élasticité dans la théorie des 
ondes . [Voir nP ii^j). 

169. Le plan tangent a pour équation 

(,) (/!»— z')jrX — /^'jY — x«8Z-har»z'=o. 

5. 
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Pour déterminer son intersection avec la surface, il faut 
combiner Téquation (i) avec la suivante : 

(2) (a'— Z'jX»— ^'Y'= o, 
sachant qu'on a d'ailleurs 

(3) (^'— 3')J7'— ^y=0. 

Si Ton élilnîne j^ et Y entre ces trois équations, on trouve 

{a' — 2') («'— Z^yX = xz (3 — Z) 4- (a'— 3*)X; 
et, par suite, 

(«»_ z') (2» — Z')X'= xH^(z — Zy 4- a:cz(fl'— Z*)(z — Z) X- 
Cette équation peut s'écrire 

{z — Z) j (û^— z'j [X'(3 -HZ) — 2X3X] — ar^z' (3 — Z) | = o; 

il en résulte que le plan tangent coupe la surface suivant 
deux lignes , l'une du premier ordre et l'autre du troisième. 
La surface considérée ici est un conoïde dont la généra- 
trice est parallèle au plan xy^ et touche constamment le 
cercle qui a pour équations 

x= bf z' -h ^* = a*. 

Elle porte le nom de coîn conique de TValUs, 
170, Équation du plan tangent : 

h [xY — .rX) -h 2 TT (x' -h j') Z = 2 TT 3 (ar' -h X'), 

La distance demandée est 

2.Tcrz 
p — -. 

en posant x* -HjK* = ''^' 

. I7K Soit, pour abréger, F (a:, 7, 2^) = o 1 équation 



^ 
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de la surface *, il faut démontrer que 

est une quantité constante. 

Posons 

I 

Il : â -®' 

on a 

dF . ^(j;cos9 — jsinô) 

— = sm0 p-, . 

</F ^ rixcosô— ysinô) dF un , 

— = cosÔ ^ -, _ = _(a:cos9^/sinG). 

Or 

(« cos — / sin ô)' = a;' 4- j' — a% 

en vertu de l'équation de la surface. On déduit de là , pour 
Texprcssion cherchée , 

lira 

i ? 
(/z'-h47r'£i')' 

l'inclinaison sur le plan xy est donc constante et égale à 
celle de la tangente à l'hélice directrice sur le même plan. 
178. Équation du plan tangent : 

en posant 

•îP' -f- /* -h z' = /•'. 

La distance cherchée a pour expression 

175. (Fig, 23.) Soient M un point du lieu, H et K les 
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points fixes dans le plan xy^ C le milieu de HK, O le 
centre de la sphère , dont nous supposerons le rayon égal 
à I, MP un arc de grand cercle perpendiculaire à HK, et 
posons 

MB4-MK = 2ût, HC = CK = 7, 

MP=Ô, CP=:(p. 

L'angle P étant droit, la formule fondamentale de la Tri 
gonométrie sphérique nous donne 

cosMK = ces ces (7 — <p) , 
cosMH =r ces ces (7 4- <p) ; 

d'où Ton tire 

MH — MK ces cos © ces 7 

ces — -■ 



2. 


• 


cos a 


MH -MR 


COS 


sin<psiD7 


2, 




sina 


os' -^ CD 


S'<P 


siD'7 , , 

4- -. — '- sm' 



sm 
par suite, 



Or il est facile de voir sur la figure qu'on a 

X =r cos sin (p , J = ces cos <f ; 

par conséquent , 

sin' 7 , ces' 7 ^ 
sin' a ces' a 

Si le rayon de la sphère est r, la projection de la courbe 
cherchée sur le plan xj a pour équation 

sin' 7 , ces' 7 , , 

-_^a:'H -lx'=r'; 

sm' a ces' a 

la courbe résulte donc de Tiniersection de la sphère avec un 
cylindre. 
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En combinant la dernière équation avec c<?lle de la sphère 

on en déduit 

ces* 7 X* 4- (i — lang' a ces' 7 ) /' H- 3' = r* ces' a , 
ou bien 

en posant 

r'cos^a , r' cos*a 

«»= ) 6*= ;; —9 c' = r*cos'a. 

cos' 7 I — tang' a cos' 7 

La tangente a pour équations 

t?elle du plan normal sera donc 

rt»(^t_ c')?— ^ -h ^' (C — fl») ^-^' -l-c'(«»— 3»)?^ =0. 

La courbe que nous venons de trouver s'appelle V ellipse 
sphérique. Pour étudier les courbes tracées comme celle-cî 
sur la sphère, il est avantageux d'employer un système 
de coordonnées pris sur la sphère même. Consulter à ce 
sujet \e Journal de Crelle, tomes ^^I et XIII, les Transac- 
tions philosophiques, vol. XII, les Nouvelles Annales de 
Mathématiques ,, tomes VI et VII, et divers travaux de 
MM. Chasles, Gudermann, Borgnet, etc. 

174. En prenant z pour variable indépendante, on trouve 

• d' jc^X-' a' r^Y -h {a'' — b') z^Z =t a' b' (a' -^ ù'), 

|7i5. Soient M le point mobile, O le centre de la sphère 
pris pour origine des coordonnées, OZ la direction du dia- 
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mètre fixis, a le rayon de la sphère, p la projection de OM 
sur le plan XY, y l'angle de OM avec sa projection, 6 celui 
du plan mobile avec le plan ZX*, on a immédiatement, 
quel que soit le rapport de (p à 6 , 

P A ^ 

CCS o == - » CCS ô = — 

« P 

Dans le cas particulier où y = 6, on trouve 

^' 4- /* = ax, 

La courbe clierchée résulte donc de Tintersection de la 
sphère donnée avec un cylindre. On peut aussi la représen- 
ter par l'un quelconque des trois systèmes : 

x^ 4-/' = ax^ 1 x' 4-7' := ax^ 



z* = a{a — x), ] 
Posant a = 2 r, on trouve 



d^__^^r(r—^x) — x^ d^X __^ ^(Sr-f-a:) 
ds^ "^ r(2r-hxY ' ds* "" ~" r(2 r-H ;c)' ' 
d'z z 



par suite 



r/y' (2r-har)'; 

(«4- 07)"^ 
P= T- 

(5a-h3xy 



En prenant a: pour variable indépendante, l'équation du 
plan osculateuF est 

176. L'équation de ce plan est assez compliquée, mais si 
l'on pose 

flî (c' — b') = A, 6' («' — 6-') = B, c'{b' — a^) = C, 
et 

B;&^— Cr' = L, O' — Az'rrM, Ar' — Bar> = N, 



SOLUTIONS. ^3 

çlle prend la forme lrès-symétri({ue 

— (X-x)+-^(Y-7)4--^(Z-z)=:o. 



477. On arrive à l'équation 
en posant 



p'— [fl'4- 6> + c'— (jr»+ j'+ z»)] £ 4- "^—^ = o, 






Comme p est la distance du centre au plan tangent , le der- 
nier terme de l'équation fait voir que pour tous les points 
dont les plans tangents sont également éloignés du centre, 
le produit des rayons de courbure principaux est constant. 

^ a la même signification que dans le numéro précédent. 

179. p»+2(x»4-r'+«')-2-+-^^ = o. 

P P* 

p représente la distance de l'origine au plan tangent. 
180 /i»p — [i-h/2'(^'4-/')p=o. 

Les deux rayons de courbure sont égaux et de signe con- 
traire en chaque point. 

^ XIV. — Env^eloppe des lignes et des surfaces. 

18i. k désignant une constante, l'équation générale de 
ces ellipses sera 

En différcntiant par rapport à ^, on trouve 

2. } 

kx^ , ky^ 
a = -^ 1' /• — « = -^ 5; 
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et , par suite , 

i. i. ' 

C'est réquation demandée. (Foîr n^* i26 et 127.) 

182. Soient k la longueur de la ligne, a et £ les longueurs 
qu'elle intercepte sur chacun des axes coordonnés , à partir 
de l'origine , son équation sera 

avecla condition a'+ £* = A*. DîfTérentiant ces deux équa- 
tions par rapport aux deux paramètres a et ft, et désignant 
par X un multiplicateur indéterminé, il vient 

et aussi 

par conséquent Tenveloppe a pour équation 

c'est l'épicycloïde du numéro précédent. 
185. On trouve 

C'est l'équation de l'enveloppe des paraboles que décrit un 
projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, maïs 
sous une inclinaison variable. Falio proposa ce problème à 
Jean BemouUi, qui le résolut; ce fut le premier exemple 
de la détermination de F enveloppe d une suite de lignes 
courbes. 

i8i> . a/, y étanl les coordonnées de l'extrémité d'un dia- 
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mètre , celles de son conjugué seront 

et l'équation de la ligne qui joint ces deux points 
ba/ [ay + bx) -f- ay' [ay — bx) — a}b^:=z o. 
L'enveloppe est une autre ellipse qui a pour équation 

186. Soit 

(1) Ax»-h 2BX7 -f-Cj'-h 2Dj: + 2E7 -^1 = 0, 

l'équation de la première courbe. Pour plus de simplicité 
nous supposerons que la seconde est une ellipse (jui a pour 
équation 

x^ r* 

a, 6 désignant les coordonnées d'un point de (i), la corde 
de contact correspondante dans Tellipse est donnée par 
Téquation 

/ \ OLX by 

on a aussi 

(3) Aa'-f. 2Ba(5 -h C6'4- aDa + sK^ 4-1 = 0. 

En différenliant les relations (2) et (3) et nommant ?. 
un multiplicateur indéterminé, on trouve 

A— 4- Aa -f- B6 -f-'D = 0, 

AV-+ Ba -hC6 4- E = o. 

Il en résulte 

À = Da 4- E64- I. 

Subti tuons celte valeur dans les deux é(|uations précc- 



/ 
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dentés, puis éliminons a et 6^ il viendra 

J (C-E.)|-.(B-DE)^^-H(A-D.)5) 

(4) j i= o- 

f 4-2(CD — DE)^-|-2(AE-^BD)|^-|-AC — BM 

On sait que Ja courbe (4) et la courbe (i) sont dîtes po- 
laires réciproques. 

187. Prenons pour origine le sommet du parallélipipède 
qui appartient au tétraèdre , pour axes les arêtes qui passent 
en ce point; appelons a^ b, des longueurs interceptées sur 
ces arêtes à partir du sommet; l'équation du plan sera 







jr Y z 
abc 


avec 


la condition 


abc = m^z=const. 


L' 


enveloppe a pour équation 






XYZ = 

27 


188. 


On a l'équation 




(x 


~«)'H-{r~^)* = '-S 


avec 


la condition 


a» -h ^» = c^ = const. 



Si X e^t un multiplicateur indéterminé , on trouve les re- 
lations 

Xa-f-a? — a:=o, "kb-i-y — A = o; 
d'où 

XX 
-a-V 

et aussi 

Xc' -^ ax -^ by — c- = o. 
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Mais 

± 

ax -i- by ax -\- hy , (j?*-+- j')' 

l'équation cherchée est donc 

C'est l'équation du tore, ^ 

189. x' + j^' = c' ^' , équation du cône donné 5 
fa: -h my -^nz =zp^ équation du plan variable , dans la- 
quelle /, m , n sont les cosinus des angles qu'il fait avec les 
plans coordonnés , et ;; la distance de l'origine à ce plaii ; ' 

sera l'équation de la courbe suivant laquelle se projette l'în- 

tersection du cône et du plan. La valeur de (^'-f-j^')* = ^ 
fait voir que l'origine est un foyer de cette projection. 
Comparons- la avec l'équation 

\ -^ e ces ( ô — a ) 

qui est celle des sections coniques en coordonnées polaires, 
le pôle étant au foyer. Comme cette dernière peut s écrire : 

r-^re ces ô ces a 4- r^ sin ô sin a = a (i — e') , 
ou bien 

(a:* H- y'^y = û (i — e^) — ex cosa — ey sin a, 
on a 

« (i -.?'=: -i- , ^» = _j_i: /. 

On en conclut que Faire de la projection est 

ï » 
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et celle de la section même. 






Le cône oblique détaché a donc pour expression 

Cette quantité devant être constante, posons-la égale à 
-5- a*, et la question se ramène à trouver l'enveloppe du # 
plan 

Ix -^ my -^ nz = a[n^ [i + c') — c' ]% 
l^m^n étant liées par la relation 

/'+/w'-|-/i>=: I. 

On trouve 

équation d'un hyperboloïde de révolution à deux nappes. 

X^ y* s' 

190. — 4- ^ 4- -^ = I , équation de Tellipsoïde ; 

Ix -h my -+- nz^rz py équation du plan sécant ; 

"Kx Yr Zz . . , , 

— p 4- -77 H — r ^^ ' ' équation du plan tangent. 

En difTérentiant ces trois équations par rapport à x^y^ 
z , et désignant par X et fx deux coefiScients indéterminés , 
on a 

^ ^ X , 

'?^^^^-^' = ^' 
> Y \z Z 

et, par suite, 

> -Hp 4-/? = o. 



-\ 
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On déduit de là 

pi (Z — z)z=. pz — c'/i ; 
ce qui donne 

X — a: Y— r Z— « 

(i) = — = • 

px — a^ l py — ^' m pz — c^ n 

Soit Ti la valeur commune de ces trois rapports; multipliant 

les deux termes de chacun d'eux respectivement par — ? 

Y z 

T-î —1 on trouve facilement 

X] ^ £__ 



> — (/X +/;/¥ + /2Z) 

Multiplions encore les deux termes de chacun des rap- 
ports (i) respectivement par /, m, tz, on en déduira 

/J--(/X>f-/7/Y-|-/2Z) 

et par conséquent l'équation demandée sera 

x' j- z' (Ix "^ my -^ nz — /?)' 

^ "^ ^ "^ ?" """ ' ~" «V^ -f- /;»/w'-+- c'n^-^p^* 

191. A et /ui étant des multiplicateurs indéterminés, les 
conditions de la question nous donnent 

(l) ^x=fz/-f-- ^, 



(2) >J*^f*^'^-7;7z:-^»' 



m 



(3) >z=fx/i4-^j^,, 



14) -^l{p^-a^Y-^[p^-b^y'^{p^^c^y\ 

De (i), (2) et (3) on fire \p = ^ 



De (i), (2) et (3) on fire Xp = |ui, et aussi 

Ix my 



y'- 
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Les mêmes équations, élevées au carré et ajoutées, nouf 
donnent 



On déduit de là 
et, par suite^ 

Ces valeurs, substituées dans (i), (2), (3), conduisent 
aux relations 

X pi 

r^—a^ '^ p^ — a^^ 

y ^ P^ 
r^—b^ p^-^h^'' 

z pn 

r* — c* /?' — c* 

En les multipliant respectivement par x, y^ z, elles 
donnent enfin 

x' y' 2^ ___ 

C'est l'équàlion de la surface de Tonde lumineuse qui se 
propage dans un milieu cristallisé. En en retranchant 
membre à membre l'équation 

r- 
ou trouve 

a}x^ bW^ c'z^ 

t- -.-^. -f- -. : = o. 



r^^a- f^'-'b' r^—c^ 
Telle est la forme donnée par Fresncl 
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DEUXIÈME PARTIE. 
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§ I. — Intégration par substitution. 

/xdi- 
^ 

xfix 
195. 



195. 



/xitx 



194 

J K^- 

dx 



-H />j: -h cx^ 
dx 



r dx 

196. / r 

J a -r- bx'àz ex' \ ' 

/{ax-\- b)dx 
-Vr — T— 

r {x^—a^ydx 



199 

J ^ 

~ dx 



^ 
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201. 



202 



^_ (Ix. 

v{x — a)' 

J (x+«r-H 



203. 



/ dx 

/dx 
r^i-x^)" 
/__ dx 

/x^dx 

dx 

x[a'\- bx + cx^y 

f — ~-, 

J (a-h bx -^ cx'^y 

r— — -V 

J [a '{' bx'\'cx^y 

/xe*dx 

/dx 
-• 

213. I tang^jcrff. 



204 
206 

20»^ 

207. / (û^ — ^O^^ 
208 

209. 

(fl H- ^j; + f jr'^) 

210 



214 



dx 
"8- ■ ' ■cosx, 



216. 
917. 

ma. 

219. 



QUESTIONS. 83 

dx 



2&I. 



f 

J a cos' 

/sin.r cos'^i 
I -h n- cos ' 

/ dx 
a -^ b tang J7 

J {" 



b cosj: 

dx 
X -h b sin^ 
dx 
+ ros'.r 

dx 



910 ' '^ 



tango: r/jF 



^ tang'-j:)* 
&2S. I cosx cos 2 j: cos 3 JT/Zr. 

§ n. — Intégration par parties. 
M5. ill^^. 



/arc smx 

/arcsinj: 
— ï^ 

/arc sin ( ) dx, 
\a -hx) 

j.arcsi„(i^); 

257. I arc tango: r/a:. 

arc tango: 1 

I -f" X 

/^arctangx 
ï' 
(l + x')' 

/^arc tang« 
r _.; 



sas. 

886. / xarcsin (:^^p:f) ,te. 
989. / —dx. 



980. i r.rr/.r. 



6. 
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§ III. — Intégration par les fractions rationnelles, 

232. / , ^ P<i'f' 

J (.r— /ï,)(ar--^,î...(.r-— fl'J 

2.ÏO. I ^- » (Ir. 

234. r ^^^^^ 

'--- : /?i)air. 

/x^ £lx 
x_a^ 
.r^ -+- x* — 2 

^ 1- r/x. 

J ^ 



258 



239. 



J x*H-x« 



-4- 2a"3H- 3x' 
<tx 



-h 2jr*+ 2 jc'^ -H .r -f- 1 



840. r (x'4-3^-2)rf.r 

:• 



242 
243 
244 
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§ IV. — Expressions rjuon inlcgrc en les rendant 
rationnelles. 

' x^ dx 



I X ClX 

24S5. / _ji_f±.. 



(x-,r 

dx 



,40 l-^-r 

./ X (a -j- hx}^ 



dx 



i dx 
247. / ,. 

«48. T— :^. 

249. lx*{a'+x'y<U: 

J (.i + ùx)' 
831.- I (ri + bx)' j:(U. 

25«. ('--^1^. 
J i'i + ùxf 

8i}5. I [u -h J.)' xtlx. 

2S4. Ç (a + xfx'tlx. 
r a^-dx 



j:" dx 



956 

dx 



&»7 



) 
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25tt 

' ( 



■/^ , 

/tix 
(2+x)(l 

/ tix 

/,lx 

/• dx 

J {a + bx^j{ 



J7- /'/jl' 

259 

'.a-\- bx") 

«60. I r^^ 



«61. 
5262 



265 
26*. _ 



dx 
26.i 






267 



. {- — ^ — ,. 

J (i-f-^j(n-x— ar')'" 
.• 

269. jx[x-f- ( I -h x'''y\dx , 

XiUaiiliiiH' fonction rationnelle dcî x et de ( i -i-.r')\ 

* 's^\-\-X')dx 



270 






„I /(.■4-x')"',/.r 

J '-^' 

«75. / ._ - , . 

r iix 
W4. /--- , 

./ (1-+-XM[(1.4 J.-)'— ,i. |- 

Wtf- / -.L- 

J (l — x"') (-2 j:''' — i .-" 

§ V. — Ifilégnitio/i par rèduvlion sticccssiv^c . 

J {à'-\-x^Y 

« « r -^"^'-^ 
C " 

!i79. J («' — x') ; // iinpaii'. 
ïttO. / T 

.. 






285. / 



^ 
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284. 



{a-hbxY 
J [a -f- bx-^cx'^y 

r dx 

J {a -h b cns .r)"' 



285. 

286 ' ^-^ 



§ VI. — Intégration des fonctions de plusieurs i^ariablei 
dx 



287. 
288 


(lu z=z j- -f. adx -t- 

du "^y^f—y"'^'' 


o.bydy. 


289. 


dx dy 

du = : -f- -±- — - 


xdy 



[x-^^y-^Y ^ y^^x'^y-^Y 

290. da=^ {^a'' y -^ X') dx -^ {b^ -\- <0 x) dy . 

291. dur=z(Zxy''~~x')dx—{\ -h6 j'— 3x'y)dy. 
^^_ , a(xdx-hrdY) ydx — xdy 

Y dy -\- X dx — 7. y dx 
295. dtizzz'^-'^--- - " 

if — ^y 

294. dn = (sin y -^ycosx) dx + ( sin j: -f- a: cosy) dy. 

ydx xdy xydz 

298. du = 1 H- ^ 



a — z a — z [a — zY 

^«^ i ^^ + y (ly -^ zdz zdx — xdz 

290. du =z ±-:L-^ 1 _ 1- zdz. 

- x^-^-' z^ 

{x^^y^-^z^Y 

297. du -- (y + z) dx -h (z -f- .a ) dy i {x f- y ) dz. 

.v«^ . ^^Ij^ — ^^>" i^y — f'-^' . 

298. du = -h - — ; — dz. 

z z- 
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§ VU. — Quadrature des courbes planes. 

299. Traclrice (n" ltf4). 

500. Cissoïde. 

301. Chaînette (ii*' 1^2). 

502. Développée de rdlipsc (11" 1^9). 

505. Lemniscate (n° li$5). 
504. r=;flcos0-HÔ; a^b. 

503. r=ûsecô-h^. (Conchoïde.) 

506. Épicycloïde (11°» 127, 167). 

§ VIII. — Rectification des courbes. 

2 2 3 

507. x^-f-/' = rt"' (n°» 126, 127). 

508. Chaînette (n^ 152). 

509. Tractrice (n° iM). 

510. Développée de l'ellipse (n° ir>9). 
311. Épicycloïde (n"» 127, 167). 

512. Loxodrome. Cette courbe a pour équations 

1 I II arc lang - _ « arc lang - \ 

x'i 4- y- -+- z* = «^ 

^ IX. — Cid)ature, 

513. Paraboloïde elliptique. 

515. z = xvf {-y (Surface conique. ) 

316. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
rectangulairement; évaluer le volume commun à ces deux 
solides (n" 524). 
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517. Trouver la portion de sphère (comprise dans un cy- 
lindre droit dont Taxe passe par le centre de la sphère. 

5i8. Trouver la portion de sphère comprise dans un cy- 
lindre droit dont une génératrice passe par le centre de la 
sphère, et dont la base a pour rayon la moitié de celui de la 
sphère (n** 525). 

519. Volume commun au paraboloïdc et au cylindre qui 
ont pour équations 

520. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
en faisant un angle a -, évaluer le volume commun à ces deux 
solides. 

321. Un plan passe par le centre de base d'un <rylindre 
droit en faisant avec cette base l'angle a ; évaluer les deux 
volumes qu'il détermine (n^527). 

522. \olume engendré par la cissoïde tournant autour 
de son asymptote. 

525. Môme question pour la conchoide ( n" 305. ) 

§ X. — Quadrature des surfaces, 

32^. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
rcclani;ulairemejit-, évaluer la portion de surface de Tun 
d'eux compiîse dans l'autre (n" 5i6). 

525. Trouver la [wrlion de surface de la sphère 

x'- -\- y'-¥- s- = r/-', 

comprise dans le cylindre 

.r^ + y'- = ax. (n" 318). 

526. IjCS donné»^ii étant celles du iiuméit> precédent , 
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trouver la portion de surface cylindrique comprise dans la 
sphère. 

527. Un plan passe par le centre de base d'un cylindre 
droit en faisant avec cette base un angle a \ évaluer les sur- 
faces des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n" 52i). 

528. Surface engendrée par la révolution de la tractrice 
autour de l'axe des x (n" li>^). 

§ XI. — Changement de variables sons le signe 
cV intégration, 

529. Etant données les relations 
transformer F intégrale 

en une autre où les variables soient u et v. 

550. Étant données les relations 

a: = rcosô, r = rsinO, 
transformer l'intégrale 

en une autre où les variables soient /'et 0. 

551. Etant données les relations 

x = 7*0080, j = rsin9sin<p, z := rsinô cos©, 
transformer l'intégrale 

dy dz 

en uneantn^où les variables soient /■, -'.- et (p. 



H!"'"' 
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2^52. z étant une fonction de a: et y déterminée par \\ 
quation 

transformer Tintégralc 

en une autre où les variables soient ô et (p, sacliant ([u'c 
a les relations 

jT = a sin 9 cos ()^ , j^ = ô sinô sin^. 
§ XII. — Intégrales dé finies. 

I -1 dx, 

lûga: 

55». 11= X U ^'--^' ''! '^'• 

C^ x\oe,x 
536. a= I 2_-^. 

Jo (i— xO' 



557. u=z 1 \o{^(smx) dx. (Kuler.) 
Jo 

C^ \oax dx 

*^*> (I— a:M' 



55a 

(i-x^) 



-.^ r^ .rsina: . 
540. Il = I dx. 



559. UZ=z I ^— p^/.^-. (EULKR.) 
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341. '* = l \o^(i — ^acosx-^ a-)dx. (Poisson.; 

542. 11=^ I -^^^dx. (Edler/î 

I — 2 — (ir. iEllf.r.. 
'-^ 

544. Démontrer la relation • 

■■G)'-0^(:)--(^)='-'^'""^' 

n désignant un nombre entier positif. 
54». a= / x-'^e-^^dx, 

546. Réduire aux fonctions eulériennes de seconde es- 
})èce l'expression 

X' jf~^ fi j *~' 
— 7-^ , ' dx, ( Abel . ) 

/* * j: sin rtj: , 
547. uz=. \ -dx. -Laplagk. 

•/o >+^' 

Jf * sinaxrilr ,, • . 

I -7 -• (Laplace.) 

r^ dx I ^ 

549. a= / — — 7 — ; — ;• «<i. 

Jq I 4- a;' I — 2 a cos bx -{- a^ 

(Legexdre.} 

Jf* ^ xrfr sin 6a: ^ 

' -.--1 1 — ; — ï- ^<^- 

(Legexdre// 

55i. a= / -; fl<i. (EuLER.) 

Jo I— 2«r ' -' 



rcosx -j- a 
552. //= I e V^^ydx, rLAPLACE. 



,/= / e \ 'y dx. (1 

Jo 



f 
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" — J e cos 2 6j? lix. 



553 



oa^. u=z j — . a<^i, /i entier. 

Jo (l — 2WCOSX -f- «' " ^ 



(Poisson. 



S XIII. — Équations linéaires à coefficients constants. 



5511. — ajr = x\ 

dx 

556. J--i^ay=c^. Cas où /w=-- a. 

.rut ^T 

357 . — — ay =: è^* cospx. 

558. ^T-T- 4- 3 -p- H- 2 jr = ^. 



5r^ 



36i . -7-;- + /i>j^ = co&mx. Cas où /w = /i. 






rf'r 
d*r 

_^^ ^r <^'r dy 



> 
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§ XIV. — Équations linéaires à coefficients variables. 



dr 

568. (i — j:>) -f- -j- ,TY= nx. 
dx 

' dr 

500. il -\- x-^Y y- H- nr ■-: n(\ -\- .v Y" . 
dx 

570. t + JL?!.^ '-^-^ 



dx I — .?'* ( I -- .rV 

- dy ' 

571. (I — x^Y -f — nr = x .1 — .r" ^' 
dx 

57«. .r» ^ + x$^ — 7 = x«. 

r/V d'^r 

574. (, -f. xy« _-4 -H (i + x)' -r^ 



-.3(.4-.)J-8^=--- 



(I + ^r 



X étant fonction de x, 

576. VrH =^ — û'r=o. 

rte' a: dx 

d* y 2 dy / 2 \ 

578. X* — =- — c» r = o. 

dz^ -^ 

d^Y 

579. x' --^-^c^y=o, 

dx^ 

580. x' --< — /r'r— o. 

581. a:'.-4— r=r-=o. 
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§ XVI. — Solutions singulières des équations différentielles 
du premier ordre. 

415. ^4-(7-x)| + (a-.)g; = o. 

414. ^'_2xr£ + (.+x')^, = i. 

- (-i;)(.-^£)=-£- 

418. r ' -T-, — 2 j?r -T — \- ax -^ or = o. 
dx^ dx 

4fi0. Les équations 

j*= 2x4-1 et j*rhx* = o 
satisfont à Féquatioii différentielle 

ces intégrales sont-elles singulières ou particulières? 

421. L'équation 

/*-h (a: — i)* = o 

est-elle une intégrale singulière de 
r/r' dv 

§ XVII. — Équations différentielles simultanées. 

422. -^4- 4x -h 3/ = f, 
dt 



^ 
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ai 

^ + 3 r — j: = r". 
dt 

dx 
424. -r- -+- ftj -h r« = C) , 

-1 k- a X -{- c z zrz i)^ 

dt 

(^^ n f // 

~- -h a" X -\- h"y = o. 
dt 

d^x 
428. -j— - = ar -¥ hx -h r, 

426. -; 2-1 a-; h-C = COS2/, 

-4 -H 2 -p 4- — -h 6 j 4- 5x = sin /. 

427. a 3- -h (c — b)yz = o, 

^-p- -f-(rtr — f) zj: = o, 
dt 

c— H-(6 — r/).r/ = o. 

r/^o: __ r/R d^flK d'z_^dR 

'dF "" V/j,- ' IF "^ Ify' 'dt^~' ~dz " 

X ^ y-i z sont des fonctions de f , cl R est une fonction de 



= (:r*+J*-H^*) 



î\T 



(BiMET.) 



§ XVllI. — Équations aux difjcrcniiellcs partielles 
lificiiiras cl fhi premier ordre. 





dz 


dz .r' 


429. 


X — - - 


- >' — ir::: — > 




dx 


' r/) r 



I 
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dz dz z 



\ 



450. 



dx dy x-^- y 

«PTfl ^^ dz 

451. r— -H-o?— . = z. 

dx^ dy 

w^^ ï ^2 ^ dz z 

452. -_H~ _=:_-. 
X dx y dy y 

... ^^^ f^z xy 

r/^ •^ dy z 

454. r^ xy- — - = /îrs. 

a)- " dx 

dx dy ^-^ 

456. — 4- ^» — 4- c — = xyz. 
dx dy dz 

457. {y + ^)±^iy-:c)'^- = z. 

458. sec j: - — \- a — =z z cotang y . 

459. {y ^ bz) — — (x — az) — z=: hx — ay. 

440. a:' —- -f- r' -7- = — 
dx dy y 

dz dz ~ 

44i. j: - — hr -T- = a-ï^r ffl' — zM'. 
dx dy ^ ^ ' 

444. ^-jj + (, + ^.)'_=xr. 

... £/tt ^//t </f£ xy 

445. j:---+-r-r--f-2-r- — a/4-» 

dx dy dz z 

. M > . flf« , . ^tt 

444. vT -t- 2 -h a)-7- -h (z 4- w -f- J: } -7- 

' dx dy 



z. 
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§ XIX. — Calcul fies ruriations. 
445. Trouver lu fouclion (|ui reiul maxirnuiu rexprossioii 



l 






4i0. Par Jcu\ points donnés A cl B l'aire passer une 
eourbe plane lelle (puî l;i surfac e (onipiise en(re Taie AB, 
les rayons de eoui J)ure exhumes, et l'are de développée eor- 
respondant. ait une va le ni- minimum. 

447. Trouver la eourl);' qui rend maximum ou minimum 
l'expression 

«/ .1" , 

p désignant le rayon de courbure el Js l'éirmunt de lare . 

448. Trouver la e(mrbe qui renl ijiaximum ou mini- 
mum Texpression 

449. Trouver la eourbe qui rend maximum ou mini- 
mum i'expj ession 



X 



(j7 — .r, )"//.?. 



430. Plus courte distance de deux points sur la surface 
d'un (Cylindre quelconcpic. Cas du cylindre droit. 

481. Parmi toutes les courbes planes passant par deux 
points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur 
plan, et engendranl une aire de révolulion donnée, trouver 
celle (jui donn(* lieu au volume de révolution maximum. 

482. Par deux ^Mnnls donnés A et B on abaisse sur une 
droite OX deux perpendiculaires AC, BD ^ déterminer un 



/ 
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arc de courbe AMB, de longueur donnée, de manière que 
Faire constante AMBDC tournant autour de OX engendre 
un volume maximum ou minimum. 

455. Faire passer par deux points donnés une courbe 
telle que le produit de l'arc par Taire comprise entre cet 
arc, l'axe des x et les ordonnées extrêmes, soit un mi- 
nimum. 

4iS4. Trouver la courbe qui passant par deux points 
donnés rend maximum ou minimum l'expression 






S^dX y 



s désignant la lougu<*nr de l'arc. 

4SS. Parmi toutes les courbes de même longueur, trou- 
ver celle qui passant par deux points donnés rend mini- 
mum Fexpression 

o,xds 



!.. 



r 



» ds 



(jf désignant une fonction connue de J'arc s. 

486. u dévsignant une fonction des quantitésj^,,j,,,..,j^„, 

dXi dj^ ^r« 1 « j j ' 

T— ' T" ' * * ' ' "7" ' "<^"iogene du degré p par rapport aux 

dérivées, si i udx est un maximum ou un minimum, 

on a toujours 

u = const,, 

pour les valeurs de p autres que l'unité. 
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FORMULES FOIÏDÀMEKTALES. 



x" dx = f - (• , . excepté le cas /z t= — i . 

[h) j — = '"6^' ^-^• 

(c) I cosjwùr = siiij? -h C. 
((/) I sinorr/r = — cos j: 4- C. 

^ ' J cos'x 

(/) / r = arc sm - 4- C. 

(ff) / T = arccos-4-C. 

/(/x X 

— — arc tang - -+- C. 

J* (l.r. . X 
^ = arc soc - -h C. 
x[x^~^a^Y "" 

Â ces foriniiles on peut ajouter les siiivautes (juî sont 
d'un fréquent usage 

/dx I . / X -^ a\ 
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Nota. Nous désignerons ordinairemeut par S rintégrale 
cherchée, abstraction faite de la constante. 

§ I. — Intégration par substitution, 

199 S = - I ^ — j = -arcsin— • 



195. S = arc taiiL' — • 

2 a^ ^ a' 



'/fît 



194. S = 

c i ( bV^ ^ac — b 



Si Fou a ^ac — J*> o, on intègre au moyen de (A) ; si 
4 ac — i* <^ o, au moyen de ( /) ^ si enfin 4 «c — 6* = o, on 
tombe dans le cas de la formule (a). Ceder,nier résultat se 

tire aussi diîs deux autres i)ar la théorie des fonctions — 

^ G 

196. S^c'"^ r — 7, 



7r(- 



2~1 2 



quand on prend le signe -h-, et 



S = c 



1 r ± 
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quaud on prend le signe; — . La premièrt; expression s'in- 
tègre au moyen de (m) , la deuxiènu- au moyen de (/). 

\ 2 J J x^-h px-^ f/ 7, J x''-\-px-hq 

Cette expression s'îulègre au moyen du n° 195 et de la for- 
mule (i). 

Comme application , on trouve 



/ 



(i — X cos 0)cix . , X — cos 
= sm arc tang .- 

*-^ Cl r 



I — 2x c(»s6 -«- X- ^ sin Ô 

± 
— cos log ( I — 2 x cos 4- ar^ ) *- 

. La décomposition de cette intégrale en deux autres s'ob- 
tient rapidement, si l'on observe qu'on a 
1 = sin'O H- cos'ô. 
198. Si I on multiplie haut et bas sous le signe par 

(i -h xY^ îl vient 

/'(i -hX) (/x -^ 

S = / ^^ — - = arc smx — ( i — x-y . 

J ii-^'r 

Remarque. — Il est souvent utile d'opérer comme dans 
cet exemple. 

199. S = (^' + rt' )' —a arc séc -• Formule (/). 

JL X 

200. S = (ar'-hrt')' + a log ^ • Formule («). 

{x'-hn^y -f- « 

201 . S — arc séc - -h log - — -^ --"H -1- ' Formule (m). 

a a 



202. S = 



l{x^ ay — [x-^-by]. Rem. du n« i98. 



Si û = fi , cette formule est encore vraie, comme on le voit 
par la théorie des fonctions qui deviennent -• 
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X 



l * x-> dx 
205. S = / - ^ = 

J [ax-'^-\-by a(a-^bx^y 



208. S= 

a{a ■+■ baf) 

806. 8 = 



V [?-(-irt V (ï 



en posant 



x^ = z. 

2 



La première intégrale se réduisant à — i ,- , il 



en résulte 



S = — arc siD ia' — a) 

2 û 2 ^ ^ 



207. S 



(a'^x^f J {a'^-x^f 

= ~ arc siD — h - (a — x^y, 
2 a 1^ ' 



208. S = 



(ro//-n*»206.) 
'dx /• rf.x-' 



Jx ' ax / rt, 

(ax-^ 4- ^^"' H- c ) "^ J [ax'- 4- 



ftx-' 4- 6')' 

Cette expression s'intègre comme au n^ 196. 



soLrTioHs. 107 

209. S= C- '" 





(4 

} 


ac — 

[11 X- 


b') [a -4- 
jT-'dx 


1 ^ 
bx-^-cx^-'- 




7.(10 -h bx^ 



«10. s : 

(n» «OS.; 

(4 «^ — ^-; ^ fl -4- ^Jr -h ^-c' Y 

J Li+x (i + xij 

Sons cette forme, on voit que le second terme de la pa- 
renthèse est la dérivée du premier \ et comme la dérivée 
de e* est e*, on en conclut que l'expression sous le signe est 

la dérivée du produit e' • 



/<?-* dx e* 
— — - = log-^: 

SIS. S= I l'séc^x — i)^ = tangx — j:. 

214. S= f ( — ^^ h -r^ Wjr=r — 2COt 

J \cos*j: sm'j:/ 

. S = - f =-tang-. 

ai ^x a ^ a 

f ces- - 

'fi 



^x. 



SIS 



216. S = ' 



/: 



-h ^ ) ces' — \- a — b) sin= - 
'2 2 

X 

cos=- 



{flH- ^) 4- (fl — /^)taiig»- 






S — — .110 Co» . — - • \u%liV u "^ 

. . .; — r C05 r ' 



ot 



' — — : ■ taii; 



" il 



|iuUl 



il <: h. 



Ui > — 



'■ AT. :.:^\ : . n 210. 



:u? s 



i. ■ .V5i; ;i. 



:io > I 



,à\\* 



H . . I 



■.ii 1»J si- 



:.i V 
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T en une somme un produit de sinus cl de rosinus, ou 
uve 

I / sin 6 .r sin Lx sin 2 .r \ 

§ 11. — Intégration pai parties. 
.r arc sin .r , , ,,.r 

\, S = or •— (i — r')^ arc sin^. 

. f X V" -i. 

;. S = (u: -h rt) arcsin ( — (oxY . 

^ \a -^ xj 

^ x^ . f ÎT.a'-xY I /* x^dx 
\. S = — arc sin - M" 7 / i 

j?' . i i la — x\ * 
= — arc sm - 

1 7.\ a J 

a} , X X , , .^ 

H arcsm ô(4û^ — j:m . 

\_ 
\ S = j: arc tang x — log ( 1 + a:') \ 

;. S = ( ^ arc tang x \ arc tang x — log ( i -\- x^Y , 

. En intégrant deux fois par parties, on trouve 

S : • 



1. S: 






(H-«')(i-4-j:')' 
I III. — Intégration par les [inactions rationnelles, 

3^(x-i)fx4-2V 
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(a, — rt,)(a, — aa). . .(«, — fl,) 

_, flylog(3r — /?,) ^ 

( a , — a , ; ( a , — - /? J . . . ( a a — <7„ ; 
g!:iog(j: — g,) 

255. S = log ^ _^^ — -. 
235. Si Ton a général ornent 

fif} ^ /(fi ^ _ A__ . __ A +. 

H 1 7 — :î 

a: — û (f (x) 

y elF désignant des fonctions qui n'ont pas de facteurs com- 
muns et <f(x) n'étant pas divisible par x — a^ il est aisé de 

démontrer crue A^ est égal à cequc devient \^ — - , 

quand on y remplace x par a. En s'appuyant sur cette 
remar([ue, on trouve 



I I 1 r I I 'I 

M/^-OM ' 1 ^ 

I .!>.. . , {n — i) \j; ï — ^y " 

par suite 

S=:-^l ^ ' \\ 'M ' ' I4- 



/ï (/i — I ) (/i — 2 ) . . . (/?■ — « — 2 ) 



lo^- 



I 2 . 3 . ( w — î '' 1 — r 
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m. S = ilogJ-^-f-^arc.tang4. 

3 jr- -^ l I 5 
237. S = -7lnc — arc tan«' — .2' - 

4 ^.j: — I- '^ 2../— 1 2'.r~-l 

258. S = — loj: - ..;- - -'- - - 

i3 2.r— 1 
-arclang ,-- • 



45.11^ II' 

239. S = -7r : -h arr tanc .r -f- -7 1o;î -• 

««.. o SjT — 7 2 25 2X — I 

240. S = — ^r-r ^^ j • arc tang --- — 

— ïog^ ^ . 

.r — I 



I . I -+- 2 -r -r- j:' i v 

241. S == — log j 1 7 arc tang 2' x . 

2' I — 2'a:-f-.r' 2' i — t' 

I . 1 -+- ir 1 

242. S = > log r -arc tang -c. 

4 I — Jî 2 

I I -)- o.^ I 

243. S = -7 loj' arc tang x. 

4 1 — X 9. 

« - . ^ », 1 H- .r / i -T- j: + j:* . ' i 3 ' J7 

244. S =77 log ; 1 H rare tang 

2 3^ 

§ IV. — Expressions qu'on intègre en les rendant 
rai tonnelles. 



^ r X — 1/ 3 I 

- .' . a -^ hs ' — a' 
24C. S = <'< • log - ' - -, • 



I a 



h I. ' — a "' 
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247. S = 2 rt 'arc rang I j = ao ' arc ^<>s ( t- ) 

248. S = (.r — I j' —,~z h T arc cos I - ) • 

249. S=2(û' + x^j' ^ ^ ^-^-^ — i4- 3 • 

2 2n -\- bx 
«KO. S=p ,; 

{a -4- ^x;' 

n la* -^ h^Y / a -h àx a\ 
2 '^{a'i- bxy -^6a{a -h bx) — «' 



«»«• s = 3é 



S«S. s : 



(a + bxy 
4 l"^— )• 



a»4. s = 3 (a+x, 1^-^ + g ^ 

jp/a:» — 3) 3 

286. S = 2 ^^^ *"" ■=*^- 

fl H- 2 6a:- 

287. S = ~ , • 



a^x{a •+- bx') 

a: ( 2 a?' -f- 3 ) 
288. S = -î^ =^— ^ 



289. S = 



3(1+0:=)* 
or» 



3rt{a 4- bx'^Y 

^og — i i — r — ) "^- ^- «""^ ^*"g r 



•^^ 
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261. S = 2arctang(i -f- or)'. 

2* X 



268. 8=2* arctang 



(i-^'r 



265. S = 2-hog(l±fl)I±^-^ 

264. S = \ ,log^(-^^-)^-^-(^^-~-^^)\ 

pour fl/- — ^^ <[ o ; 

S = arc sm x —, , — ) , pour ak — hh^ o\ 

\ah'^akx'^l 



S = -^ pour ak — bh = o. 

h{a-\- bx^y 

266. Eu posant 

n^ x^^=z b^ séc®, 
il vient 



1 , I a' x^\ 

S = — i^ arc sec I — ~ j • 

nb^ \ b"' / 



267. S = arc tang 



268. S = log 



2 (i -I- x — x^y 



269. Cette expression est rendue rationnelle en posant 



x-h ;i-f-ar.')'=z" 



On tire en effet de là 

z'" — I __ n{z"'-+- i)dz 



X = — — > dx = -— — - » 

2 «" 2 2"^' 
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i. îT-în _l_ I 



2Z" 

On trouve , comme application , 

270. Soit fait 

S=2 Mog^ -^— -^^ 

271. Posons 

2' X 



Z =Z 



(i-i-x^y 



I , (i-f-x*V -h 2' j: I . 2*x 



272. En faisant la même hypothèse que dans Je numéro 
précédent, on trouve 

-1, (l'^-x'f-h^'^X -I . 9?X 

S = 2 log ' 2 ^ arc sin 



273. z = 



I — x'^ I -f- X* 



X 

s = arc tang 



874. z = 



[(H-x«)'-j:'] 
S == arc tang 



» î 



[(H-x«)'-x-]'' 
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275. Si on pose 

Z = y 

X 

il en résulte 

_ Ta""-* rfz 

Comme application , on trouve 



/, 



dx 1 (2J?* — i)* — j: 

1 = Z^^S ' ^T 

(i— j:»)(2j:»— i)* ^ (2^»— i)*-har 



-h - arc tanc - 

2 ° X 

«76. Posant 
il vient 



S 






La plupart des exercices de ce paragraphe sont em- 
pruntés à Euler. 

§ V. — Intégration par réductions successives. 
I X in — ^ i r dx 



«77. S== 



.n— 3 I r 



Si n est positif et entier, l'intégrale est ramenée à I -; j* 

Pour w = 4 ï on trouve 

I j? 5 j; 53 X 



6a'(rt'4-^')' 6.4û<(a*+a:')' 6.4,2 ^'^(rt'+.r^ 

5 . 3 I X 

4- ^-7 arc tang ^- 

6.4.2 rt' ^a 
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(' x->dx 



203. S = 



264. S = 



/ x-^dx X 

J (ax-^-hby a{a-hbx'y 



20Ô. S r= 



fioe. s = - 

2 



a[a -h baf^Y 



V [t-(-j)T 

rt* / \ 2/ I / zr/z 



en posant 







x"- 


2 


La première 


intégral 


e se 


réduisai 


en résulte 








S = — arc sio 

2 a 


■;(. 


«•' — a-'f 


207. S= /- 


a}dx 




/* .r'r/ 



208. S = 



: — arc siD — h - {«" — ^ ) . 
2 a 2 ^ ' 

(/^o/Vn'»206.) 



y jî ' OJ? y a,x • 

Cette expiession s'intègre comnie au n^ 196. 



209. S = 



f\ 
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9. C 



î)'-^:-]' 



(n°20i5.) 



210. S = 



(4 ac — b^) {a -\- bx-^-cx^'Y 
x"^ dx 



J (^'^-' 



+ bx-^-h cy 
2(s>, « -4- bx) 



(n" 20s.) 



(4«c — Z»^) {fi -^ bx -{- cx^y 
211. s = Çdxe'\— ; ^|. 

Sous cette forme?, on voit que le second terme de la pa- 
renlhèsr est la dérivée du premier •, et comme la dérivée 
de e' est e*, on en conclut que l'expiession sous le signe est 

la dérivée du produit <' 

^ I H- J? 

212 



215. S = I (séc* J7 — i) ctr = tangj: — x. 

214. S= Çl-J—^.,}—\dx = - 
J \cos'x sm'j:/ 

il ai X 

- I = -tang-- 

a t X a ^a 

f cos' - 



2COt2J7. 



21«. S = - 



216. S 1= 



/ 



^)cos''- + (« — 6)sin=^- 
dx 



(fl H- ^) -h (fl — /^) tang'- 
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VAX posant taiig - = z , on trouve 



b -\- a cosj? 

COSJ 



S =z arc cos -, 9 pour a'^ b , 

(«._è.)-: «4- 6 COS. 

et 



[b -^ uY -\- [b - ay t^ji^'^ 

log j j , pouiwi <; ft. 



217. S 



218. S=r-î^arctang 



= (a^)"'arctang M -j lanj^ar , (n"21G.) 

/ tangx \ 

A '^'' J 
Ce résultat peut se déduire du précédcnl 

210. s = - Ç^^il±J^^2^^-lïa.- 

a^ J i + fl'cos^a: 

cos JT I 

= — h '— arc tang [a cos a). 



2S0. S ■ •=°*^''-^ 



-A 



COS or -\- b ^mx 

i 
(?~->r b' 



a 
Retranehant et ajoutant .- à la (|iianiilé sous le si- 



gne , il vient 

S = r \ax -\- b ioiç ( a cosjt" 4- b cos^ ) 1. 

J* ^\\ïx dx 
■ T 
[b--{b — a)co^'xf 



arc cos 1 



2^2. Au moyen des formules qui permettent de traiisfor- 
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mer eu uno somme un produit de sinus ot de cosinus, on 
trouve 

I /sin6.r sin/io? sina.r \ 

§ 11. — Intcf^rafinn pai parties. 

«^- « j:arcsin.r , , , '- 

225. S ~ p H- log (f — Jr'^^ 

(1 —x-f 
224. vS = j? — (i — r-)^ arc sin.r. 

2215. S = (.r -h rt) arc sin | — — ) — [axy . 
^ \a 4- .r/ 



X 

220. S = — arc sin 



\ i D.a — j:\ ' I Z' j:' dx 



j?' . \ i la — X \ ' 

= — arc sm - 

1 2\ a I 

^' • ^ •^.// ., ,\7 

H arc sin n(4^ — xM . 

i_ 

227. S = j: arc tango: — log(i H- j:'}\ 

228. S = l'V arc tang x \ arc tang x — log ( 1 -h x'Y . 

229. En intégrant deux fois par parties, on trouve 

S — . • 



250. Sr=: 



(l-+-/2')(i 4-.r»)* 



§ III. — Intégration par les fractions rationnelles, 

o (a: — i)[X -h 2 )- 



H- 
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,58. S =7 ^l H(--aO ^ 

a'nky^ix — On) 

255. S = log — i ï-^ — -. 

«54. S = — ^ + log (x H-.i). 
234$. Si l'on a généralement 

V{x) ff(x)[x-^a)" (x — af Ix — ay-' 

H 1 ; — :î 

X — a (f [x) 

y elF désignant des fonctions qui n ont pas de farleurs com- 
muns et (f(x) n'étant pas divisible par x — «, il est aisé de 

démontrer crue A^ est éeal à ceque devient \^ — 9 

quand on y remplacée x par a. En s'appuyani sur cette 
remarque, on trouve 

1 I 1 r _i_ I "I 

"(', — xY "~ ^ "^ (T — j: )" "^ '^ l.^"-' "*"(i — .r)"-' J 



x^[\ 

ri [n — r^ ' 



1.9. L^~' (ï — -^/"'J 

// (« — 1). . . (w-f- W — 2) 



■-{-. 



i .*>... .{n - \) \x I — x)^ 

par suite 

w f // — I ) {' /i — 9.). . .[ri — // — '.>.), X 

1 • — •-- ■— -.y - ' -, ^-- ■ • - l^^îî • 

I 9. . 3 . . I /? — î . 1 — ./. 
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956. S = ilogJ^;+^arctang4. 

257. S = -7 102; r, EFC taOL' — j: — ^ r- •• 

258. S = — log ^ —-vJ" ^- 

l3 2X — I 

. arc tang , — 
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-*«^r. 5a: — 7 2 25 2a: — i 

J7 — I 



«-- « i,i + 2'j:-har* i 1 

241. S = — log i 1 ^ arc tang 2' a- . 

2' 1 — i"^ X ■\- x^ 2' I — J"' 

1 I 4- j? I 

242. S = ^ log h - arc tang x, 

I \ -\-' X I 

245. S = jlog arc tang J7. 



I I -4- X ( \ -4- X -4- 57*\ ' I 
244. 8=7? log : H r «rc tang 



3 = 



j; 



a. 3' 



§ IV. — Expressions qu'on intègre en les rendant 
rationnelles. 



JL J. 

{a -h b xy — g- 
(a -h ^j:)' -+- «' 



245 



24C. S = rt Mog> -^^-ï 
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247. S = 2rt ^arctangl | =2a "arccoslT-) • 

j_ 
M8. S = {.r-.,r-p;~-H^arccosy . 

M9. S=2(fl'-+-^=)' ^ ^ ^^ "*"3j' 

a 2 ^ -f- ^«2^ 
2K0. S = p V 



a»i. s = 



{a -h bx)'' 
7. [à* -¥ b^y ( tt -¥■ bx a\ 



I a -^ bx a\ 
\— 5)' 



2 'd((i -i- bxY -\- 6a (a -^ bx) — a^ 

a»«. s = j^-5^ >- 4 '- 

«««. S=(.-..')-'(|-|^-.-^^-:). 

x(a:' — 3) 3 
286. S = 7 arc sin a:. 

« -H 2 ^x- 

a»7. s = .• 



<j' .r ( a -f- ^^^ ) 



xinx^ -+- 3 ) 
2K8. S = -^ r^ 

3(H-ar=f 
259. S= -"^^ 



Sa{a-ifbx'Y 



.T .iV ^ 



A L L. " / 



2C0. S = — 1 log — j j— 7- — I 4- fi arc tang 



n' x' 



9. \ .r'-4-2'.r" -hi / T — .r' 



> 
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261. s = 2arctang(i H-x)'. 

t 

- - 0? X 

262. S = 2 " arc tang ' j • 



»v 



265. S:=.-^log<'-^"'^^V^ 

pour û/* — bh <^o\ 

l ak — bh y , , , ^ 

S = arc sin x [ —, , — ) , pour ak — oA > o ; 

\ah-^akx^ J ^ 

S = y» pour ak — bh = o. 

h [a -h bx^y 

26». S^Alog^""^^""^!"""'- 

266. F.u posant 

rtf ^ a:" r= Z» ' séc a> , 
il vient 

I , [ a"' af\ 

S = 1^ arc sec I — p- J • 

nb^ \ b^ / 

I + 3 j: 
267. S = arc tang 7 • 

2 (i -^ x--x^y 
3-hx — 2(1 — X — x^y 



868. S=log- ^^^ 

269. Cette expression est rendue rationnelle en posant 



X-r- {l-^X?y =Z\ 



On tire en effet de là 



, dx = -T- — ^ f 

2 «« 2 z"-*-' 



^ 
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309. S = a log - 9 Tare étant supposé nul four j = a. 

510. Quand une courbe est la développée d'une courbe 
connue, il suffit, pour la rectifier, de prendre la différence 
des rayons de courbure de la développante qui correspon- 
dent aux extrémités de l'arc dont on veut trouver la lon- 
gueur. Ainsi, en observant que dans l'ellipse le rayon de 

courbure est — à l'extrémité du grand axe et -r- à celle du 
a 

petit, on a 



b a ab 

pour le quart de la longueur de la développée. 

511. En faisant usage des coordonnées de la note du 
i\^ IK7, on trouve 



et pour répiçycloïde , 

Pour une révolution du cercle mobile 

*IÉ S = 8-(«-4-A); 

ou trouverait pour l'hypocycloide correspondante, 

S = S^(a^b). 
a 

312. En employant des coordonnées polaires, on a 

X = /-cos 9 sin y , .r = ''sin 6 sio 7 , z = /• cos ^ ; 

d'où l'on déduit pour les équations de la courbe 

Sin ^[li^O 4- <— nÔ)=:2, 
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On lire des mêmes formules, en observant que r'est con- 
stant , 

La première équation de la courbe nous donne 

d'où 

ds = ^ — dff , 

n 

et, par suite, 

■n-f 



o '^ 



S= I ^ dtfzzz.'j: 

§ IX. — Cubature. 
315. Le paraboloïde elliptique a pour équation 

a b 
Soit 

on en déduit , V désignant le volume cherché, 

V=: r r\dxdxz=(^' C' C^\lxdx{2bMj^y 

314. Si l'on désigne paryi une constante, on trouve 



ê 
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fx étant'donnée par Féquation 



(î)=- 



on a donc 



en désignant par a une constante. Soit fait - = o, il en rë- 

X 



i X^dXff[îù)dfù:=z-^ j ff((fi)d(d. 

Appelons S Taire de la section faite dans le cône par un 
plan parallèle à zjr et à une distance x de ce plan, on 
aura 

> ccx 



J/» a* /«a 

o Jo 



et, par suite, 



Sx 



résultat connu. 

516. Soient 

les équations des deux cylindres , on a en posant 

V r" r^i ^ 'la} 

8 = X X ■^*(-— )' = T- 

Le volume cherché est donc égal à —^ — 

517. Soient 

Jf' -h j' H- z' = «% X' -h j' = ^% 
les équations de la sphère et du cylindre; on a 

y z= i j dzxdy. 
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Posons 

x = rcosBf ^ = /*sinô, 
il viendra 

-= 1 1 zrdrdBzrz I j rdrdB{a'^r'y 

^ t/O t/O «/O t/0 

518. Les surfaces ont pour équations 

En opérant comme au numéro précédent , on trouve 

Le volume cherché est donc 

et la portion de la demi-sphère non comprise dans le cy- 
lindre est égale au neuvième du cube du diamètre de la 
sphère (n° 52»). 

519. On a (n° 207) 

= - I rfr I a^(4«'— «'j'-H 4"*«"'cs«n- ( -— — ) j 
par suite, 



ê 
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3110. ABDC [fig' 25) représente la section faite dans le 
solide par le plan qui contient les deux axes. Le point le 
plus haut de la portion de volume située au-dessus de 
ABDC se projette en O , point de rencontre des diagonales 
de ce losange. A une distance z du plan des axes , menons 
un plan qui lui soit parallèle^ la section obtenue se pro- 
jettera en PQSRqui est sa vraie grandeur. Soient A la sec- 
tion, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le 
volume cherché, on aura 



-ï: 



Ar/z. 



Abaissons OK = /? perpendiculaire sur PQ, il en résulte 

2/; = PQsmf)t, A~-4^- 
'^ ^ sma 

D'ailleurs />, z ei a formant un triangle rectangle, 
d où enfin 



8 /"^ 



)dz: 



Ssino 



531. Il suffit d'évaluer le volume QEDB (Jig. 26). AR 
est perpmdiculaire à ED, trace du plan sécant sur la ba^e 
dont le*entre est C. Soit Vîinp = A la section faite par 
un plan perpendiculaire à la base et dont la trace Nn est 
parallèle à ED-, si Ton pose 

CB = «, CMrt=;c, MÎV = ^, PN=Z3, 

on aura (n" 52o) 

V r= J A r/j: = 2 / yz dx. 
Or 



^ 
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donc 

V = ^û» tanga. 

382. En prenant Tasymptoie pour axe des x, la cissoïde 
a pour équation 

il en résulte 

•/o 

393. L'équation de la conchoïde étant 

le volume engendré par la révolution de cette courbe autour 
de Taxe des x a pour expression 

V = ^^— ©«^'arcsin^ + ^ (^'-^T (r'-+- 2^^). 

En faisant j^ = o et doublant le résultat, on trouve pour 
le volume total 



u^McTû-h^y 



§ X. — Quadrature des surfaces, 
324. Les équations des surfaces étant 



on en lire 



x' -h z* = a% j:»-4- 7' = û% 



dz X dz 



i 



1 
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I 

et en posant y, = (a* — x')% 



s=8a r r- '''\ 

M«. s = « ff '''^ , , 

et en prenant des coordonnées polaires, 



S = 



c'est l'expression de la surface enletée par le cyKndre au 
gième jg i^ sphère. La portion détachée de la sphère totale 
sera donc quadruple de celle-là ; et si, au lieu d'un cylindre, 
on en suppose deux égaux, extérieurs l'un à l'autre, mais 
ayant une génératrice commune qui passe par le centre, la 
surface détachée sera 4^^* — 8a*, et par suite la surface 
restante est égale à deux fois le carré du diamètre. 

Ce problème est celui que Viviani proposa, sous forme 
d'énigme, aux géomètres de son temps. Voici en quels 
termes il s'exprime dans les jicta eruditorum de 1692 : 

« Inter venerabilia olim Graecise monumenta extat 
» adhuc, perpetuo quidem duraturum, Templiun augustis- 
)> simum ichnographia circulari almœ Geometriœ dicatum, 
» quod testudine intus perfecte hemisphœrica operitur; 
» sed in hac fenestrarum quatuor sequales arese (circum ac 
» supra basin hemisphsrse ipsius dispositarum) tali confi- 
» guratione, ampli tudine, tantaque industria ac ingenii 
» acumine sunt extructae, ut his detractis superstes curva 
)) testudinis superficies, pretioso opère musivo ornata, 
» tetragonismi vere geometrici sit capax. )) ( Voir n** 518) . 

326. L'élément de la circonférence de base du cylindre 
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étant 

a dx 

â 1' 

[ax — x'^Y 
on a 






d'où 

527. [Foiru'' 521 et^g^. 26.) rfj désignant rélément de 
Tare DNB, la surfac» QDNB a pour expression 

//** xdx 
zds = aiajïga I j- = fl'tanga. 
Jo {a^-x^y 

L'aire de la surface QEBD est donc 
SA^tanga. 



598. S 






§ XI. — Changement de variables s6us le signe 
d* intégration, 

529. La méthode générale nous donne 

-^ \du d» dv du) ' 

ce qui se réduit ici à 

dxdy ==. ududff; 
on a donc 

i Çj^ X^dxdy z=: I I ur*^^'(i--vjrv^dudu. 

Celte transformation a élé donnée par M. Jacobi [Journal 

9' 



/ 
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(le Crelle, tome XI) -, elle est d'un grand usage dans la re- 
cherche des intégrales définies. 

530, i je''^^dxdfz=^ i je'^drdB. 

551. j j jydxdxdz= j j jVr'drsinQdQd^. 

On reconnaît ici la transformation usitée quand on passe 
des coordonnées rectangles aux coordonnées polaires. 

332. Il résulte des équations données qu^on a 

dz csIbB cos 9 

Z=CCOS0, -r- = — -i> 

dx a cos ô 

dz c sin sin ^ 

dx b cos 9 

D'ailleurs, 

dx djr z= ab ces ft sin B dQ dif, 
l'intégrale prend alors la forme 

/ I r/ÔÉ?ç sinG[fl»A»cos^ô-4-c^sin'0(a»sin*ç-h^'cos»ç)P . 

(IvoRY.) 

§ XII. — Intégrales définies. 
Formules généralement connues et dun usage fréquent, 

(A) r(/i)= r tf-'x»-'d:r = i r e-^'^dx. 

(C) r(» + i) = «r(«). 



(E) r(«)r(i-«)=^ 



smnir 



1 
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dX TT 



. (27W -h l)7r 

2 n sin ^ ^ 



,0, ,.,.,=Jrv.,.-,^.^=tWl.w. 

/*cos ax . ^ „ 

335. Le multiplexeur de dx a x'*~* pour dérivée par 
rapport à n 5 d'ailleurs 

si donc on multiplie les deux membres de celte ^alité par 
fin et si l'on intègre, il viendra 

dn I x^-^ dx =z \ —. dx = loe n, 

Jo Jo l«g^ , ^ 

On aurait de la même manière 



X'x^-'-^x^ ^ , m 
; dx = lOff — 



ce qui se déduit iMHi immédiatement chi résultat qui pré- 
cède. 

334. Soit 

X = lang cp ; 
u devient 

1 t /^_ \ 



I log(i4-Ungç)^(p= / log -^fî L 

Jo J cos<p 

= glog2+ I logées (-7— -(JjWç — / \0QC0Sffdf. 



1 
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On voît sans calcul que les deux dernières int^rales se 
détruisent ; donc 

5315. De l'intégrale connue (Formule B) 

on tire en intégrant par rapport à h , 

X°° du i 

Faisons - = x, puis mettons successivement a' et i* au 
lieu de h dans Texpression enx'^ nous en déduirons 

l^^-J. _ ;~"^^ydœ = {a — b) 7r^ 

On peut remarquer que la détermination de C n'eut pas 
été possible au moyen de l'équation (i). L'élimination que 
nous avons exécutée ici peut servir da]!|l flusieurs cas sem* 
blables. . 

356. On trouve au moyen de l'intégration par parties , 



/ 



îl2if^^(.-.^)^-.log[,^(i-x»f] 



et, en ayant égard aux limites, 



« = ioe 2 --^ I . 
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557 . u = lira 



[logsin(;^)4-logsin(î^)+..."l 

= lim JL log [sin (1 ^) sin g ^) . . . sin (l=i ^yj, 

n croissant indéfiniment. 

Ou a, d'ailleurs, par le théorème de Cotes, 

= Z' — 23 ces - TT H- I 1 Z' — 23 ces - TT -f- 1 ) • • • 

2»— I \ n )\ n I 

( . '' — ' \ 

( z^ — 2ZCOS ir -h I j • 

Pour z = I , cette identité nous donne 



n = 2'("~^) sin' 
et, par suite, 

log/I — 2 (« — l) log 2 



= log I sin ( ) sin ( ) • • • sin ( ) • 

L \/j 2; V/12/ \ « 2/ 

Multiplions les deux membres de cette égalité par — et 
passons aux limites, il vient 



TT I 

„ = -log-. 



(Lkslie Elus. ) 



558. Cette intégrale se ramène immédiatement à la pré^ 
cédente en posant 

X = sin w. 
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559. L'intégration par parties nous donne 



J 



'x'ioaxdx x(t — x')', 
r = 'og^ 






En passant aux limites et tenant compte de l'intégrale dn 
numéro précédent, il vient 

ie = ^(i~log2> 



TT 



--^ r^ xsinxdx f*'" xsinxdx 
540. "= I :: h / • 

J^ I H- ces* a; J^ i-hcos'x 

Faisons dans la seconde intégrale 

elle devient 

- H 

JÇ^ ysin jrdjr Ç"^ smydy 

Q 1 -h cos'^j ^ X ^-^ ^s'r 

On a donc simplement 

O I -f- CCS' j 4 

541. Cette intégrale, qui reproduit comme cas particu- 
lier celle du n° 557 , quand on y fait a = i , peut s'obtenir 
de la même manière. Elle est égale à la limite de l'expres- 
sion suivante : 

[log ia^ — 2«COS-7r-h I j-h log(«' — 2âlCOS-7r-hI I . . . I 
. / , «-> \ I' 
-f-loglû' — 2aC0S - TT+I ) I 

quand n croit indéfiniment. 



> 
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Cette valeur peut s'écrire 

[logfa^ — 2flCOS-7r-f-i Wa' — 2«cos-7r-f- I j 1 
Xlfl' — 2acos ttH-i I 

D'ailleurs, en vertu du théorème de Cotes, la quantité af- 
fectée de la caractéristique log est égale à 



donc 



„ = H„j^logÇ_ij. 



^our a <; I , cette limite est o 5 
pour a > I elle est tt log a*. 

542. On a 

/!^=logxlog(.+.)-JML 
et, par suite, 



r:)dx 



Jo * 



D'ailleurs, pour toutes les valeurs de a:, de o à i , 

log( I -^ x) = a; ^" T ^ ®^^- 

dx 
Multipliant les deux membres de cette égalité par -—et 

intégrant entre les limites o et i, il vient 

(Voir n® 18 des Questions diverses.) 



i 
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545. On trouve, au moyen de l'intégration par parties, 



Jo • 

D'un autre côté, 



^dx. 



rio^(^-x)^^ rMog(,4-^)c/^^. r ^^ -^-x')ri,x^ ^^ 
Jo ^ Jo ^ ^Jo *' 



ou bien 



X' log(i— jrjdlr _ r^ loQJi'h x)dx _ tt' 

^ " ^ Jo ^ ~""~6' 

en vertu du numéro précédent. 

Cette intégrale aurait pu s'obtenir aussi en développant 
log (i — x) en série. 

On déduirait facilement de ce numéro et du précédent, 

J[^' \ogxdx _ r^ logxdx Ç^ \ogxdx _ tt^ 



et 



/*' j;logj?£/jr _ I r' iogA'W.a:' __ tt^ 



* ii 



344. Supposons d'abord w pair et égala 2a. Le premier 
membre de l'égalité qu'il faut établir renferme donc a — i 
facteurs de la forme T {/) T (i — r), plus le facteur du 

milieu T ( - ) = tt^ . Ce premier membre peut donc s'é- 
crire (Formule E) : 



I 

a— - 
ï 



*'"i^î)""(«î)--""(^^) 



■\ 



SOLDTIOUS. ï39 

D'ailleurs, on a trouvé (n** 557), 

«.a-'(-) = sin. (1^) sin' (^ ^) . . . «d« (^ ^) < 

le produit considéré est donc bien égal à ^^ 

II— I , 
(atr)"^ ii"^ 

Si /i est impair^ le nombre des facteurs est pair, et en re- 
courant encore à la théorie des équations binômes, on re- 
trouve la valeur précédente. 

545. On tire de l'équation 

Xoo 1- 

e-^''dx=^('^\\ (Formule B) 

en la diiTérentiant n fois par rapport à a et posant ensuite 
a= I, 



X" 



, . 1.3.5. .. (2« — l) T 



546. Posons 

X -h h I -h ^' 
l'intégrale devient 

£M£1^. (Formule G) 



347. En différentiant par rapport à a l'équation connue 
(Formule K) 



X* ces ax dx n 
= - e'% 



r 



i4o 
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îl vient 






2 



548. En multipliant par da les deux membres de la for- 
muléHlfemployée dans le numéro précédent, intégrant entre 
les limites o et oo , puis déterminant la constante arbitraire 
dételle sorte que Tintégrale s'évanouisse avec û, on trouve 

2 

^49. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité, ,. , 

(i *— 2a ces bx + û')-' 

;?= : ( I -♦- 2 a cos bx-\- 2 «^ cos 2 ^x H- 2 a' cos 3 ^j: -+-...) • 

Multiplions par ^ les deux membres de celte égalité, 

puis intégrons entre les limites o et oo en tenant compte de 

la formule K; il viendra, toutes simplifications faites^ 

\ 



2 1 — a' I — ae~^ ' , 

5I$0. On a , pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité, 

sinbx . , . , , . o / 

■ =: sinbx -h a sin 2 bx -h a^ sinô bx -i- . . . ; 



1 — 2 fl cos bx -f- fl' 



multipliant les deux membres par ^9 intégrant entre 

les limites o et 00 et ayant égard à l'intégrale du n** 3-47, îl 
vient 

I TT 

a = - 



) 



2 e^ — a 
351. En opérant comm« dans le n^ 349 et observant qu'on 
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a toujours • 

I cos bx CCS b' s: z= Oj 

tant que t' est différent de i , on trouve 



Si le nombre a surpasse l'unité, on obtient la formule 

CT 

5iJ2. Différentiant par rapport à a, il vient 

du r'^dx -{'"-^Çj 

-- = — la \ —e^ "^ ' ' 



Si l'on remplace - par z, le second membre se réduit à 
— 2 M , ce qui donne 

Pour déterminer C , faisons a = o dans les deux valeurs de 
u \ on trouve 

et, par suite. 



2 



5»5. On a 



du, f» 

-7 = — 2 I xe-^ ' É^x. 



En appliquant l'intégration par parties au second mem- 
bre , on trouve qu'il est égal à u\ par conséquent 

a — Ç^e ^'. 



i 
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La constante se détermine par l'hypothèse è = o , ce qui 
donne 

c-^^'\lx = (Formule B) 

5I$4. On trouve par la dilVérentiation 

du r'^ ( cos;*? — a) sin^" jr</j: 



(ïj — =2/1 1 -^ 



C0SJ?-4-«')""^' 



(2) 



—— =4/i{/H-i) I ;: -r 

\ da* Jo (i— 2«cosj;-hû*; 

sin-* " a-dx 
— 2/i 



[ I — 2 a coso: + a* j'*"*"' 
L'intégration par parties donne en outre 

Jr~ cosa:sin«"xd:r 2(/iH-i)g f^ sin'^+^xdlg 

Q ( i — 2fl cosx-hfl»)'»-*-' ^ ^'^-^^ Jo (ï—2flcosa:-4-x»)«-»"'^ 



/o 
d'où 



du _ ^n{n-{-i) r^ siii'''+^xdx 

da 2/1-+-I Jq (i — 2flC0SJ:-hfl' 

f . 

( I — 2 fl ces JT + fl')"-*-' 



2/Za 



Si l'on élimine la première intégrale du second membre 
entre cette dernière équation et l'équation (2) , il viendra 

d^u 2/1 -h I du 
da^ a da 

d'où 

a étant <^ i, c' doit être nul, sans quoi Tintégrale devrait 
croître indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a 
vers zéro, ce qui ne peut avoir lieu. La valeur de c résulte 
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d'ailleurs de Thypothèse a = o qui donne 

Jo 2/1(2/2 — 2j... 4. 2 2 

Si l'on suppose a > 1 , on voit sans peine que l'intégrale 
s'obtient en multipliant l'expression précédente par a~*". 

§ XIU. — Équations linéaires à coefficients constants. 

55». Par la méthode de la variation des constantes on 
trouve 

y — ç^çn. ^ 4^ 4.3x^ 4.3.23: 4.3.a.i 
a a^ à^ fl* a* 

On arriverait au même résultat en observant que le second 
membre étant une fonction entière du quatrième degré en 
X , si l'on pose 

j^,= AH-Ba:-hCj:'+Da?*4-Ea?*, 

il sera facile de déterminer les coefficients A, B, etc., de 
telle sorte que y^ soit une intégrale particulière de l'équa- 
tion proposée. Pour avoir l'intégrale générale, il suffira 
d'ajouter à/i l'intégrale générale de l'équation privée de 
second membre. 

La méthode précédente peut toujours s'appliquer lorsque 
le second membre de l'équation est une fonction entière 
de x\ elle convient encore quand il renferme, sans dénomi- 
nateurs , des exponentielles , des sinus , des cosinus , dans 
lesquels X n'entre qu'au premier degré. Si, par exemple, 
le second membre contient e'" ou svaax^ on introduit 
dans l'expression dej^iAe" ou A sin aa: + B cos aa: , A 
et B étant deux indéterminées. 

Le procédé que nous venons d'indiquer abrège souvent 
les calculs. 
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3M. Conformément au numéro précédent, posons 

Pour que y^ soit une intégrale particulière de l'équation 
proposée , il faut qu'on ait 

A= ^ 



Tintégrale demandée est donc 

a 4-171 
Si m = — a , la valeur de j^, qui peut s'écrire 

prend la forme — La vraie valeur de cette expression est 

•^ (m — a)» -h/?' 

A et B^ont deux fonctions de x déterminées par les rela- 
tions 

Ç é^xdx Ç é*xdx 

On trouve 



B = — p— -hC, A=— ^ /__^-f-C'; 



I -H j? I -f- jr 



et, par suite, 

h Ce-' 4- Cl?-''. 



■> 
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Si l'on pose 



^a^ ( "** "" '^O sin nx -4- 2 w;? cos/zx , ^ ^, , 

««»• ^ = ^ T^iMl^TT + «-'(C + C'x). 



j- = cos0, ;=rsin( 



(m' -h n'y (m'-hn^)' 

y prend la forme plus simple 

^ — ^ -+- e^'(C 4- C'a: . 

36t. r = -; • -f- C ces nx -h C sm /îj:-. 

/ï* — /w' 

Celle expression peul s'écrire 

>,, . ^„ cos^mx — ces nx 

r := C siD nx ■+- C ' ces nx , 

el l'on voil que pour m = n elle se réduil à 

7" = C'sm nx + C œsnx H 

2/1 

363, 7 = X»— /î (/ï — . i)x"-'4- « (/i — i) (/i — 2)(/ï — 3)ar»-« 

— . . . -f- C ces JT 4- C sin j:. 

364. j = -H- C^-4- C.e--»* H- C,cos(aj: -h C3). 

COS J7 

^^- ^"^^ la^—iY "^ (^ "^ C,x)cosax-4. (C'-4- C»sinûa:. 

366. On esl condull à résoudre une équalion donl les 
racines sont 2 , 2 , — 2 , 3/, — 3i. Il en résulte 
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567. Les raciaes de l'équation à résoudre sont 

— 3, 1+2/, I — 2/. 

Il en résulte 

X"^ 7.x 28 

r = -?-^ -F^ Fi H-«'(Csin2a:-f-C,cos2J?)4-C3C-3'. 

§ XIV. — Equations linéaires à coefficients variables, 

368. Celte équation étant linéaire et du premier ordre , 
on trouve, en appliquant la formule connue, 

jr=:a4-C(l.-:r'f. 

569. Cette équation est linéaire et du premier ordre. La 
formule ordinaire nous donne 

-+- c[[i^x^y^x\\ 

Si n = I , les deux derniers termes peuvent s'écrire 

fl (i H- x^y^ X — [(1 + J?')^~ x]" + C L(i 4- x^y-^ jt] . 
2 n — I 

La vraie valeur de la première de ces expressions , obtenue 
par la méthode connue , est 

— - [(, + a:»)^ — <c I log [(i-H a:»)^— or]. 

On trouverait d'une manière semblable la formule relative 
au cas de 71 = — i. 

n 

570. ^= ' (lltfY+cfillfV 



> 
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Si a = — 4 9 on peut écrire 

La vraie valeur du premier terme est 

371. ^^(i--.r'r+ 1-^2^0 3^,^^^ 

•^ /i'-^4 

572. Celte équation est de la forme 

elle pourra donc s'intégrer en posant 

On trouve, en effet, 

/w'— I a: 

Si /7i = 1 , 

X logx ^ C, 

2 0? 

375. Même observation qu'au n'^ 572, En posant 

X = e^y 
il vient 

374. Remarque du n° 372. En posant 

i 4- jc = e', 



lo. 



> 
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réquation à intégrer est 

t t 

—^ 2 — ^ -4-i — — 8r = c^— ^ ^. 

dl^ dt' ^"^ dt ^ 

Si l'on opère comme il est indiqué au n** 35lî, on trouve 
facilement 

4- C, cos[log (i 4- xy] -f. C, sin [ log(i + x)']. 

37S. Remarque du n*' S72, On est conduit à intégrer 
l'équation 

dt^ di" dt -^ 

L'intégrale peut se mettre sous la forme 

rdx Cdx Cdx X ,r^ ^ , ^ /. 

( Voir MoiGNOy Leçons de Cale, diff,^ tome II, page Sgo.) 
376. On remarque que l'équation peut s'écrire 

dont l'intiigralc est 

S77. L'équation peut s'écrire 

d Idy iy\ , 

dx \dx X ) 



dy iy 
dx X 



Posons 

(>) 

ce qui donne 

I \ \ dz 
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par suite, ^^ 

d^z 1 dz 
dx^ X dx 

Celte équation, traitée comme celle du n®*576, a pour in- 
tégrale 

zx = A cos(/îa: -f- a), 

A et a étant deux constantes arbitraires. En diiTérentiant et 
tenant compte des relations (i) et ( 2), il vient 

Acosfw j:-+- a) A sinf/ia: -4- a) 

y = —\ — -H ^ ■• 

ri^ x^ . nx 

578. L'équation peut s'écrire 

dx c^ y 
dx x^ 

Posons 



elle devient 

d 



(•■£) 

du *^ 



Développant et supprimant u facteur commun , on trouve 

dy d'^Y 

2 -7- -+- « -; C^ UY = o, 

du du^ -^ ' 



ou bien 

d^uy) 



c^ uy=: o-, 



dx^ 
par suite , 

( - --\ 

L'équation proposée , qui est un cas particulier de celle de 
Riccati, peut encore s'intégrer comme il suit : 

Désignons par ^ a„ o:" une série dont le terme général 



/ 
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est a^oc^^n pouvant recevoir des valeurs entières positives 
ou négatives, et faisons J^ = 21 «n ^'** Cette valeur, sub- 
stituée dans Féquation différentielle , nous donne 



ï-¥=2['^(--^)^«^-']-^^2^-^-'=^ 






En égalant à zéro le multiplicateur de x"~*, il vient 

Il résulte de cette relation qu^on ne peut attribuer à n que 
des valeurs négatives. Faisant donc successivement n ^al 
à — I , — 2 , etc. , on trouve 

\ 1.2^ 1.2.3.4^^ / 

/ I c» I c« \ 

-^^^ i' "^ 77^3 ïî"^i. 2.3.4.5^-^ •••;' 

Oe et «1 désignant deux constantes arbitraires. Or on a , en 
général , 

I 

) = <*; 





iH h 

« .2 


■ 1 ■ 








1.2.3.4 






1 * 1 


1 


5 + - 






1.2. 


3 ^ 1.2.3 4.i 




On 


peut donc écrire 










r = 




-^), 




en 


posant 










2A = fl| 


, + fî, 2B = 


:«! — 


^ 



579. Eu opérant comme au numéro précédent, on trouve 

r = X ( A cos — h B sin - j . 

\ X x) 



) 
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380. Au moyen des séries (n'^ 378), on a 

{Foir T)P 578.) 

Les équations des quatre derniers numéros sont des cas 
particuliers de celle de Rîccati. 

§ XV. — Equations différentielles non linéaires. 
382. Cette équation est de la forme 

qui devient linéaire en posant 

On trouve ici 

r^= 3^ 4-C(i-jr«)*. 

c oc """ * 

585. j' = -.-a: r, + Ce " ; (n« 582). 

584. Y'=i—-\-%\ (n"582). 

58». r'=rtf ' h—,; (n»582). 

ax Q.a^ ^ 

586. Kn posant 

I 

l'équation devient linéaire eu égard à i^ et a pour intégrale 



X 



t 
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587. L'équation élant homogène, si l'on pose 

r 

a: 
,elle donne 

logar + ;log(.-m»4-»')-h-j ,_^,^ ^, 

Pour w > 2 , le dénominateur de la quantité sous le signe 
est de la forme 

et, par suite, 



: = C. 



/ 



mdz «'4-1, / z — ^\ , 

par conséquent 

Pour m <^ 2 on trouve , en posant m = 2 cos a , 

log(x»H-^'-^/ 
Si enfin m = 2 , 



Jog (x^ 4- r» _ ;;i jcjr \ ^ -|_ cotani? a arc tans — = C. 

' ^ ^ X — jcosa 



On aurait pu intégrer l'équation en passant aux coordon- 
nées polaires, ce qui donne immédiatement 

dr msin^QdB m cos2Ôrf.20 m d'uB 

4 



r msinOcosd — i 2 /ti sin 2 ô •— 2 2/7tsin2 — 2 

Pour l'intégration du dernier terme, voir le n** 216. 
588. Cette équation est homogène et a pour intégrale 



^ 
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S89. Equation homogène. 

(x-+-r)log-= xe^. 

5Ô0. L'équation transformée est 

.r (i — z') r/z = o, 
qui a pour solutions 

x = o, j»— a:' = o, •^ = C. 

X 

On pouvait le voir immédiatement en mettant Féquation 
proposée sous la forme 

[xdf —ydx) (j»— x') = o. 

591 . Cette équation rentre dans celle de Riccati , dont la 
forme générale est 

dy 4- b^ x"^ dx :=z a} xf* dx ^ 
et qu'on sait intégrer toutes les fois qu'on a 

ir±\ 
r étant un nombre entier. Dans Féquation proposée 

nr- 4. 



on trouve alors 



■ r(^' + 3x') + 3 . ; 

/ 1^ 7T — ce 



(x*~3x»)-4-3 



592. ^'^•^•^' Ë_.= iang(^4-C y (ro/rn<> 391.) 

503. Cette équation peut s'écrire 

dx . dy I dx dr\ 

.r y -^ ^ X y j 



ê 



> 
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Posons 
elle devient 



en faisant 



h a«p^— = o. 



me — ne ^ na — mh 

9 6 = i - = o. 



ae — hc ac — hc 

On trouve alors 

Si vfic ^=nCy na = mb , on a 

Si œ — bc = o sans que les numérateurs de a et de 6 
soient nuls , Téquation proposée revient à 

(4-^*7) (■+«'^>'") = «' 

et elle est satisfaite par 

j, ^ a b 
x*j^ = C, et par 0^^^-=. = • 

394. On voit sans peine que si x et y représentaient 
deux tangentes les radicaux disparaîtraient \ posons donc 

y = tangc', x = UDg«; 

Téquation devient 

sin(<' — u)dv = ndu. 
Faisant 

on trouve 

ndz 



ih = 



sin!i — n 



équation qui s'intègre au moyen du n^ 216. 

On obtient alors x cl y en fonction de l'auxiliaire z. 
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595. L'équation proposée revient à celle-ci : 

fê-){£-)(S-^)=- 

dont Tintégrale est 

(,_|_c)(,-.?_c)(,-I-c) = o. 

.(r — C)=» = — (arcsin-j • 

597. ^^-î2:^^^=:L. + ^\^^ 

dx^ X dx x" \ x^J r/o?'' 



d'où 
et enfin 



'^_,=±„...,,*i. 



r =x tang 
598. Posons 



(c*f). 



di = P> i = «' 

il vient 

dx du dp pdp 

/ï(H-/?')' 

et en désignant une constante arbitraire par loga, 

I 



f 
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On en déduit 



r= -^ ^ — r-^ l (^+p') —pi ' 

el par suite, en tenant compte de la valeur de -? 

I 

I— /î» ■" L (i—nja: ^ J * 

599. Cette équation est homogène en x et en jr^ comme 
celle du numéro précédent , et peut se traiter de la même 
manière; mais il est plus simple de la résoudre par rapport 

à —, ce qui donne 

dy ri'x _. [(w^— i) j»-f- /l'o:']' 

V — ^ — ^ '■ ' ^zz I — — — — — ^— ^— — ^— — ^ , 

dx n* — I «* — I 

ou bien 

[ri^ — I ) ydy -4- /l' xdx . 

[('»' — Or' •4-'^' ^T 
qui a pour intégrale 

(/!' — l) /* -f- /î* X» = (C ± X)\ 

400. En posant 

ûf/ = pdx^ 

rintégrale résulte de l'élimination de p entre les deux 
équations 

j = 2 (i — /;) -4- Q,e-P. 
40t. L'équation peut s'écrire 

et son intégrale s'obtient en éliminant p =z —^ entre cette 



) 
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équation et la suivante : 



2 

40a. Cette équation revient à 



dx 7,xy 

équation homogène dont l'intégrale est 

j'H- j:'= aCx. 

405. L'équation étant homogène par rapport à y, ar, rfr, 
€3?^, d^y^ posons 

u d'^y V 
^"^x^ 'dx^^x'^ 
il vient 

p = {u — /?)', dp =z [p — u) du. 



La dernière 


équation 


nous donne 




P- 


u-hi -hCe"; 


et 5 par suite, 


dx _ 

X 1 


du 


e^^du 




-hCc-»"" 


C4-^" 


On tire enfin 


de là 








r = 


arlog — 


-Ca: 



404. Même observation qu'au numéro précédent. On 
trouve 

^ -^ — r r* 

(C4-i).r'— [2jH-(C'-i)xf 

U y a aussi une solution singulière j^ = C.r. 

405. L'equalion est homogène par rapport à j;, -^9 ~^, 



# 
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c'est la forme de l'équation de Clairaut. On trouve pour 
Tintégrale 

Cx 4- C'= log [Cj + /i (i-h û' C')^]. 

Il y a une solution singulière 

. C-hx 

y =:na sin • 

a 

§ XVI . — Solutions singulières des équations différent 
tielles du premier ordre. 

415. (r-Hj-)'— 4«r = o- 
414. r'=:H-Jc'. 

C'est à propos de cet exemple que Taylor a remarqué, le 
premier, qu'une équation différentielle peut avoir des solu- 
tions non comprises dans l'intégrale générale. 



4t». 


^'-hj'- 


a'= o. 




416. 


La méthode conduit à l'équation 






r'— 4^=oj 




mais 


cette solution ne satisfait pas à 


la proposée. 


417. 


On trouve 








X = 


a 


ap^ . 




3 ' X — 


{^-^P^? 


et, par suite, 







On obtient l'équation proposée quand on cherche une 
courbe telle, que la portion de la tangente comprise entre 
les axes coordonnés ait une longueur constante. La solu- 
tioà générale donne toutes les tangentes à cette courbe. 
(^o//-n^M26ct 127.) 



I 
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418. On arrive à T équation 

ax -h by — x' = o , 

qui n'est pas une solution singulière, puisqu'elle ne satisfait 
pas à la proposée. 

419. r»— 4^^=o. 

-420. Pour qu'une intégrale d'une équation difTérentielle 
du premier ordre 

soit une solution singulière , il faut et il suffit que la valeur 
de p qu'on en tire annule — sans annuler — • En appli- 
quant ici ce caractère , on trouve que 

j'= 207 H- I 

est une intégrale particulière de l'équation proposée, et 
que 

en est une solution singulière. On obtient d'ailleurs facile- 
ment l'intégrale générale et la solution singulière , d'après 
la méthode de Clairaut, en éliminant p successivement 
entre la proposée et les deux équations 

;>r = C, i-4-;>'=o. 

421. C'est une intégrale particulière. 

§ XVII. — Équations différentielles simultanées, 

422. En éliminant/, il vient 

d^x dx , i- ■) , '' 
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et, par suite, 

q I 5 8 

98 7 24 3 

425. .:=^^'-^^-H-(C.^H-C)e-', 

r = ^ «' -H ^ ^'' — ( C. f 4- C. + C) e-* '. 
424. On trouve, en éliminant j^ et ^, 

dont l'intégrale est 

oLj S^ y étant les racines de l'équation 

«3 _ (fl' ^ ^ a"c 4- 6" c') tt -+- rz' ô"c 4- û" bc =z o. 

Connaissant jc, on trouve facilement y et z exprimées en 
fonction des mêmes constantes arbitraires. 



425. ^= T-7 n + C, cos(//.r -+. a) ^- C2 ces ( A-.r H- €), 

J = j-T 77 C, cos (//.r 4- a) 

^û' — ab' a ^ ' 

k'-^'b 
C2 cos (/-.r + 6). 



/i' et A' sont les racines de l'équation 

u^-^{a! -\-b)u + ba' -—ab'^zQ^ 
et C,, Cj, a, 6 désignent des constantes arbitraires. 



7 
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426. .r = cos 2 f — 2 sin 2 ^ — cos f -r C, cos (2' ^ -+- a j 

+ C,cos(3^/ + 6). 

La valeur de y se déduit facilement de celle de x. 

427. Multiplions la première équation par j:, la deuxième 
par y^ la dernière par z , et posons 



il vient 



a 



2 (c — a) 



lia — h) 



<P + 7. 



a, 6, y étant trois constantes arbitraires. On déduit de là 

8i Ton peut intégrer on obtiendra y, et par conséquent x, 
j^ et ^, en fonction de t. 

Les équations proposées se rencontrent dans le problème 
du mouvement d'un corps solide qui tourne autour d'un 
point fixe, et qui n'est sollicité par aucune force. 

428. Les équations données reviennent aux suivantes : 

t\ d\r__dK.v d^y_^dKy d^ z _ dR z 

^'^ 'dF'~"drr^ IF'^'drT'* 1? ~"d? 7 

On en tire 

.rdy — ydx =zCidty ydz — zdy = C, dt. 

Si Ton ajoute membre à membre les carrés de ces équations, 

I r . 



/ 
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le résultat peut s'écrire 

( 2) (^'+ r*+ z^) {dr^-h ^j'H- rfz')— (^f/.r -4- fd^ -4- ztlz^ = A' dt\ 

A' représentant la somme C] -f- C*. 

D'ailleurs, en multipliant les équations (i) respective- 
ment par 2 dx^ 21 <^? 2 é£z et ajoutant, il vient, 2B dési- 
gnant une constante arbitraire, 

da:^ 4- dy^ + rfz» = 2 (R -h B) dt^; 

ce qui permet de mettre l'équation (2) sous la forme 

(3) {a:d.T -hfdy -+- zrlzY = [2 /'(R -f- B) — A]dt'=z r" dr\ 
On lire de là 

(4) ^^=[2r'(R-f-B)— A»f"='^r; 
et, en diâérentîant, 

^ ■" "^ "^ h" 

Ce résultat nous permet de déduire de la première des 
équations une relation qui ne renferme plus R 5 ou trouve 
ainsi 



ou bien 



d^x X d^r A} x 



d r , d /x\~\ A' X 

dtrdi\7)i-^7^7=''' 



Changeons de variable indépendante et posons 
r' A 

la relation précédente devient 



df r 



X 

- = o, 
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et, par suite, 

X 

- = g^, cos(p + //,^in<p. 
On aurait de même 

- = g^costf -h /h sin (p, 

- = g'a COS© -f- /i3 Sm ff. 

r 
D'ailleurs les équations (4) et (5) nous donnent 

f-+-a=: r[2/'»(R-T-B)— A'f '"^r, 
<P-h6= / Ar-'[2/-'(R-+-B) — A'f'^/r. 

Les constantes arbitraires A, B, a, 6, g^j, /ii, etc., ne sont 
pas toutes indépendantes. En effet, si l'on élève au carré 
les valeurs de x^ y^ z^ on trouve 

1 = cos'y (^J +^^ ^g\) + sin'7(AÎ + Aï 4- h\) 

-h 2sin«p COS(p(^,/l, H- g'iûa -Hg'j/ia). 

Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de o, ou 
en conclut 

gt/tt-hgJh-hg^/h^zO', 

de plus, 6 modifiant seulement 'les constantes g',, //i, etc., 
on peut le supposer nul, et il reste en définitive six con- 
stantes distinctes. 

Observons aussi que les intégrales qui déterminent tci(f 
ne sont pas indépendantes. Si l'on pose, en effet. 



=J^^[..'(R 



t-B)-A'lS 



/ 
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on a 

ciS ^ dS 

Si R = -> [i désignant une constante, le calcul précé- 
dent donne la loi du mouvement d'un point matériel at- 
tiré par une force centrale qui varie en raison inverse du 
carré de la distance. 

Ce calcul, dû à M. Binet, a été appliqué par lui au cas 
d'un nombre quelconque d'équations. 

(Journal de Liouville, tome II.) 

§ XVin. — Équations aux différentielles partielles li- 
néaires et du premier ordre. 

429. Il faut intégrer les deux équations simulunées 

dx dy ydz 

x y x* 

On trouve 

d'où , en désignant par y une fonction arbitraire , 



dv ■=. — dy •=. ^ dz ; 



450. Les équations à intégrer sont 

i 
la première donne 

et, par suite, 



S = C't>^'=r,''-+-/ç(.r-f->). 



■> 
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431. On a 



dr dy dz ^ 



d'où il résulte 



^ rr^y ' 

dz 
432 . .rd.r = ydy = J» - j ♦ 

d'où 

r/.r r/j zr/z 
400. — =: — = — ; 

.V y xy 

z»=.rj-+-<ï> (-j- 



434. 


dT. __dy^ 

xy^ X^ 


dz 
""" flr.rz ' 

aC 




rj=C, 


z=:C!e •*^^" 


455 


d.T _ Jjr 


rfz 




I fl 


""c^cos/?^' 



on tire de là 

j -I- fl j: = C , 
/w CCS/? (C — «j:) — ap ûnp (C — û.r ) 

Z = ^* ~ ; — ; -r t. 

/7i* 4- û'/> 



_ mcospy—apsmpy 



par suite , 



nï'-^a^p^ TV./ ^ ; 



^ d.r dy dz du 

\ b c xYZ ■ 



/ 
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d'où 

u=i—yz — 7^ ( ^2 + cj) -f- ôc — H- (p {7 — hxy z — ex), 

457. ^=-^=^*. ' 

y -^ x y — X z 

La première équation peut s'écrire 

xdy — ydx -4- xdx H- ydy = o , 

qui s'intègre immédiatement au moyen des coordonnées 
polaires , et donne 

X ^ 

arc lang log(.r'rf- j*)' = C. 

On a aussi 

dz xdx -H ydy 

z x^ -h y- 

d'où [ 

et, par suite, 

; (^ï -I- jî)^ ç arc tang - — log ( .r»-t- j')^ ' 

«-*> , ^y sinr^z 

4o8. cos xdx = -^ = — — : 
a z cosjr 

1 
z = (sin j)« (p (7 — a sin x). 

<ir dy dz 



z : 



459. 



y-^bz az — x bx — ay'' 

multiplions les deux termes du premier rapport par a, 
ceux du second par b ^ chacun de ces rapports sera 
égal à 

adx -+- bdy -|- dz 
o 
ce qui exige qu'on ait 

ax + by -t- z = C. 
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On trouve semblablement 

d'où 

.r» -I- ;^2 4- z» = fi/ax 4- ^j -I- cz^ 



dr dy ydz 



440. - = ^ = -'J^; 

r-t V» .x> ' 



441. ± = ^= ^ 



X' .7? 

Z= h ^ 

2X 2 



; = tf sin I J:^J -h «p ( - 1 • 



442. ±^-^L-^==±.. 
Soit fait 



" (i+r'r "^ 



— == du, j- =r dif ; 

d'où 

.T = e", 
j_ 1 

(i-h J»)' -h J == e% (iH- j»)« — j = c--% 

2/ = c^ — e-'. 

Il en résulte 

et, par suite, 

2='|[(i+rT+.r] 

.TV /.r r\ 

(i — a)z ^ \z zj 



443. u = 



r 
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iLt. dy dz du 



444. 



Ajoutons ces rapports égaux terme à terme, il vient 

r/ (a- 4- ^ -h 2 -4- ^^) (Ir dv 

en posant 

"^ -+- ^ -f- s -h /* = «'. 

D'ailleurs on a aussi 

dx — dz d[x — z) dv 

z — X X — ^ ^^3f' 

d'où résulte 

On trouve encore, à cause de la symétrie, 

u [z — uf = C, i> {u — jry = C"; 

l'équation intégrale est donc 

§ XIX. — Calcul des variations. 

Formules générales. 

V=F(.r,j,/;,7,....), rfV = Mrfj:-hNJ7-hPrf/>4-Q^7 -+-•••> 

^ dp 

Ax représente ce que devient la fonction A quand on y 
remplace les'^ lettres qui y entrent par les valeurs qu'elles 
prennent à la limite x = Xi] A^^ a une signification ana- 
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logue. D'ailleurs, 

B — M — — —^ ^*Q 
dx d.x^ dx^ 

(i) A,j — A,^ = o, équation aux limites; 

(2) B =0, équation indéfinie. 

Si V renfermait a:©, Xi^y^^y^^ po» Pi'i*"-, valeurs de x^y-> 
p,..., relatives aux limites, on ajouterait au premier mem- 
bre de Téqualion (i) la quantité 

Sx^ I ^^ dx -h Sy^ I _-^-t-... 

^ C' dv ^ , f » dv ^ 

-f- dX| I -r- ^r -h ri I -7— <i^ + etc. 



Quand M = o l'équation (2) se remplace par celle-ci : 

et si Ton a à la fois 

M = o, N = o, 

elle se remplace par la suivante : 

V = Q7-hC/7H-C'. 

Lorsque V renferme plusieurs fonctions dca:, chacune d'elles 
donne lieu à une équation de la forme (2), à moins toute- 



i 
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fois qu'elles ne satisfassent à une ou plusieurs équations 
données. 



44i». On trouve 

r — 2 « ( .r' H- j-)» = o , 

équation à laquelle on peut arriver sans employer la mé- 
thode des variations. En faisant tourner la courbe obtenue 
autour de l'axe des x , la surface de révolution qui en ré- 
sulte renferme un volume qui , parmi tous ceux de même 
masse , exerce l'attraction maximum sur un point de Taxe. 
L'attraction est supposée proportionnelle aux masses et en 
raison inverse du carré de la distance. 

446. L'élément de la surface en question est 
p désignant le rayon de courbure ; on a donc 

Comme x ely n'cnlrcnl pas explicitement sous le signe , 
on trouve , d'après les formules générales , 

ou bien 

ce (jui peut s'écrire encore 



) 
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Par un changement d'axes convenable on obtiendra 



on bien 



dy 



2>3 dp 



dont rintégrale est 

a 



X — h z=z 



On déduit de cette dernière 



dy 



= -(7^-)'' 



équation différentielle d'une cycloïde. 

Les quatre constantes qu'introduit l'intégration com- 
plète sont déterminées par les conditions de la question. 
Dans le cas où Ton donne les points extrêmes Â et B , sans 
donner les tangentes en ces points , l'équation aux limites se 
réduit à 

Qi ^/?i — Qa ^/?o = o T)u Q, = 0, Q« = o; 

par suite, 

17, = 00 , ^0 = 00 . 

Les points A et B sont donc les points de rebrousscment de 
la cycloïde. 

447. Cette question est celle du numéro précédent gé- 
néralisée ; elle se traite de la même manière. On trouve en 
effet, pour l'équation différentielle, 

3n-f-T 3n-hi 

ou 

- -! — =cp-hc, 



174 CALCUL IMTÉGRAL. 

ce qui peut encore s'écrire 

En changeant convenablement les axes , cette équation dé- 
tient 

Kp K 



(> + /'')' 



(.>■)' 



Prenant maintenant Taxe des x pour l'axe des y, et réci- 
proquement, et désignant toujours par la lettre p le coef- 
ficient angulaire de la tangente, on a 

(0 P*=— "" 



Substituons à p sa valeur 

pdp 
et intégrons , il vient 

in 
[ay -\- by-^^ dy 



dx: 



[l — (ûr-f- b)n^l] 



On peut démontrer que dans les courbes définies par cette 
équation différentielle le rayon de courbure est propor- 
tionnel à une puissance de l'ordonnée. On tire en effet 
de l'équation (i) 

-^ dy 

P 
et , par suite , 
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OU simplement 

en changeant convenablement les axes. 

(O. Bonnet, Journal àe Liouvillc, tome IX.) 

448. Soient /* et Q les coordonnées polaires d'l!i|i j^4||^ 
quelconque de la courbe, ds Télément de l'arc, r» et r^4m 
valeurs de r qui correspondent aux constantes tc^ et JC| ; 
si Ton fait seulement varier 0, ce qui est permié, laocmdi- 
tion du maximum ou du minimum nous donne 



,;(^.,^j=o, 



et, par suilc, 

dr 



riQ = 



Cette équation intégrée (n° 266) prend la forme 



n+« 



r"+2 ces ( « -I- 9. ) ( — 00 ) = C = r; 

Les coud;>es que cette équation renferme jouissent de la 
propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les 
intégrales eulériennes de seconde espèce. (Serret, Journ, 
de Liouville, t. VII). On les obtient aussi en cherchant la 
figure d'équilibre d'un fil flexible, homogène, dont la tension 
varie d'un point à l'autre proportionnellement à l'épaisseur, 
et dont tous les points sont sollicités par une force cen- 
trale en raison inverse de la distance. (O. Bonnet, Journal 
de Liouville, t. IX.) 

449. S I \.T ^x.yds 



i 



176 CALCUL INTÉGRAL. 

de 

ds^ = d.T} -i^ dy'^-\- dz\ 
on tire 

ds ds -^ ds 

Après avoir substitué cette valeur dans la première équa- 
tion et int^ré par parties pour faire sortir du signe / les 

différentielles des variations , on arrive aux équations sui- 
vantes : 

d \^x. - x.y ^^ J - « (.r _ .r,)-' ds = o, 
A:„ — A,,—'ir, f 'n(.T — .T„Y-<ds = 0, 
A représentant l'expression 

Les deux premières suffisent pour déterminer la courbe. 
On en lire 

donc la courbe est plane. Si on la suppose située dans le 
plan des x^y^ il faut intégrer Téquation 

Celle équation revienl à la suivante : 



) 
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OU plus simplement 

(2) r^^=r ^.r I (*- J —i , 

dont il est facile de trouver les cas d'intégrabilité. 

Si 7ï = ? la courbe est une cycloïde et le esddUlqui 

précède est celui de la brachistochrone, *. - 

Cherchons ce que devient réquation aux lîniites qtand 
les deux points Po et Pi répondante Xo et x^ ne «outras 
fixes, mais assujettis à. rester sur deux courbes données Co 
et Cl. Les variations des points extrêmes étant indépen- 
dantes l'une de l'autre, on a d'abord 



A,^ = o , ou 



(d.T ^ dr ^ dz ^ \ 



c'est-à-dire que la tangente à la courbe au point P est per- 
pendiculaire à la tangente au même pcûnt ^la courbe Ci. 
n a aussi 

i, . fdx . dy ^ dz ^ \ 

4- (îxo I /î (j: — x^y-^ ds z=z o. 

D'ailleurs, pour tous les points de la courbe 

dx I dx "1 

~ rf I (a: — Xo)" — — « (x — oTo)"-' ilx =r o ; 

d'où l'on tire 

L'équation (3) devient alors 



I 
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Dans les multiplicateurs de âjo et âzo on peut remplacer 
l'indice x^ par l'indice Xi , car on a, pour tous les points 
de la courbe, 

, ^ dz , . dz 

ix — jTo r -7- = const., Ix — Xj r -- = const. 
as as 

L'équation (4) ainsi modifiée prouve que la tangente à la 
coudie chiat^Iiée au point Pj est perpendiculaire k la tan- 
gente am ^point Po considérée comme appartenant à la 
courbe Co* 

L'intégration des équations (i) introduira quatre con- 
stantes , et il y aura en outre à déterminer les six coordon- 
nées des points P© et Pi . Il est facile de voir, d'après la mé- 
thode générale,' qu'on obtiendra en tout dix équations pour 
calculer ces valeurs. 

Les courbes renfi^rmées dans l'équation (2) s'obtiennent 
en faisant rouler éùt l'axe des y les courbes dont l'équa- 
tion est 

r" cos m =r r" . ( Foir n** 448.) 

430. Si Ton suppose la génératrice du cylindre parallèle 
à l'axe des z, la surface a pour équation ** 

(l) (p(x, 7)=:0. 

La condition du minimum nous donne , en supposant les 
limites constantes, 

w •jf;(4.,.-4.,.4:,.)=o. 

D'ailleurs la relation 

-Sx^-$j--o, 
déduite de (i), permet de réduire à deux les variations sous 
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le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes : 

€lff dx r/<p dy 

dont la dernière est une conséquence de (i) et (3). 

Cette équation ( 3 ) apprend que pour toutes les surfaces 
cylindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle 
constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à pré- 



voir. 



Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations 

jr'-4- j' = /7% 

c'est une hélice. 

41$ 1. Il s'agit de rendre maximum l'intégrale 

(j^*' dx — aydx) = o. 






On trouve, en faisant varier seulement l'abscisse ^ 
dx 

et, par suite ^ 



dx -=2 



Cette équation n'eat pas intégrable en général, mais on 
peut toujours obtenir s en fonction de j^. On a en effet 

nydx aydy 



dsz= 



^'^ ^ [n^f'-ir-àyf 



ce qui peut s'intégrer sous forme finie. 
Si 6 = o, la courbe est un cercle. 



â 
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45S. La théorie des maximum et minimum relatifs nous 
donne 






[/' + 2ax) dx -h ib rfj] = o. 



Si Ton fait seulement varier Tabscisse, il en résulte l'é- 
quation différentielle 

as 



ou 



OU bien encore 









et, par suite, 

C'est Téquation de la courbe élastique. (Voir n^ 407.) 
C'est aussi celle de la courbe que décrit le foyer d'une el- 
lipse ou d'une hyperbole dont le grand axe est ai, et qui 
roule sans glisser sur l'axe des x, 

4I$5. La question revient à trouver la fonction de x qui 
rend minimum le produit 

Or si l'on cherche en général à déterminer une fonction j^ 
telle que le produit UV soit maximum ou minimum, U 
«»t V désignant deux intégrales définies quelconques prises 
entre les mêmes limites, il faudra satisfaire à la relation 
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les multiplicateurs des variations sont ici des constantes 
qu'on pourra calculer dès que la fonction sera connue. 

Dans le problème proposé, Téquation à laquelle il faut 
satisfaire est la suivante : 

A et B représentant les valeurs constantes que prennent 
respectivement les deux facteurs du produit (1) pour la va- 
leur cherchée dej^. 

L'équation (2) peut s'écrire 



./[. 



\cf-h{i -he'Vi dx~6'y 
il en résulte l'équation différentielle 



p. 

cdx — d 1^ =r o, 

et, par suite, 

Il est manifeste que l'arc de cercle qui répond à la question 
doit tourner sa convexité vers l'axe des x. 

Les constantes A et B, dont le rapport est le rayon même 
du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles 
expriment les valeurs. 

41>4. j variant seul , on a 

s'*dx=z n I s"-} dx 6 s. 

Afin de faire apparaître sous le signe la différentielle dis 
(J5, nous poserons 



/ 



5"-' dx = H. 



/ 
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Il en résulte 

et, en ayant égard aux limites qui sont supposées constantes, 

L'équatîon de la courbe est donc 
d'où • 






ds ds 

et, par suite, 

(A) ad -f-h 4- ^~' dx = G. 

^ ' ds ds^ 

dr 
Soit fait — = w, l'équation (A) devient 

adu 

r -h s"-' ds = o^ 

et enfin - • 

ads 



[a' -^ (s" ^ ÙYY 

Pour n = I , on trouve la chaînette. 

*. 46iS. Le dénominateur de l'expression proposée ne de- 
vant pas changer avec la nature de la courbe, il suffit de 
poser 

ê f x ff ds = o . 
Cette équation devient, en ne faisant pas varier x, 



ff^ ^'^' 



ds-i~X(fd^Ss)==o. 
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Pour nous débarrasser de ds sous le signe , posons 



i83 



1 xrf' ds = E; 



d'où 



C jctf'ds.Ss=ïiSs— JHdJsr 
et en ayant égard aux limites qui sont constantes , 

Jr ' xf dsJszzz'- I 'nd.ds. 
On trouve alors pour Fëquation de la courbe 



d'où l'on tire 



dy 






et, par suite (n^ ^^^*)» 

ads 



dy=z 



en posant 

F(.) = Jr^^- 
Si cp = 5, on trouve la chaînette. 

Le cas général est celui où l'on cherche parmi toutes les 
courbes de longueur donnée celle dont le cenlce de gravité 
est le plus bas, en supposant que la densité soit en chaque 
point fonction de l'arc qui y aboutit. 

456. Posons, pour abréger, 

djTx , dYi _ , 
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des expressions 

f ^ ces'" d^ , iP I ^ cos'"-^' 9 dû, 
o «/o 

quand n croît indéfiniment» 
7, Soit la fonction 

le nombre des polynômes élevés au carré étant égal à n. Les 
variables a^i , o^j , . . . , x„, sont liées, par des relations li- 
néaires, à n autres variables i/i, i/g, . . . , u,,, de telle sorte 
qu'au moyen de ces variables la fonction prend la forme 

démontrer que le produit Ai A» ... A„ est un carré parfait. 

8. Quelle doit être la relation 5 = y (x), pour que l'in- 
tégrale 

ds 



/■ 

t/O / 



/o {/i—,ry 

soit indépendante de h? 

9. Quelle doit être la relation s = (p(x) pour que Fin- 
téffrtile 



^o 



r 



(h — .ryds 



1 



soit indépendante de h? 

10. Etant données les deux équations 

, , r/^'r d"-'y 

(=) ;é — w^ + ---±/'-^=«' 

dans lesquelles /;i ,/;,,..., />„ sont des fonctions de x, dé- 
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montrer que toute solution de Téquation (i) est un facteur 
qui rend intégrable l'équation (a) , et réciproquement. 

il. Etant donnée Téquation 

^ ' + G\z=zO, 



dx 
dans laquelle V, K et G sont des fonctions de or, K restant 

dy 

constamment positif, démontrer que V et -7— ne peuvent 

s'annuler pour la même valeur assignée à x* (Sturm.) 

lîi. Si Ton connaît une intégrale première de Téqua- 
tion 

on peut toujours obtenir son intégrale générale au moyen 
des quadratures. (Jacobi.) 

15. Démontrer que Texpression 

<ï> = ^^ ? 

dans laquelle z = coso:, s'annule pour 

2 = 1, 
et vérifier l'identité 

sinax 



? = (— .3.5.7... (2a~l)- 



a 

( Jacobi . ) 
*4. L'équation 

d'V d'V d'Y 

^ .; d.r^ dy^ dz^ 

est satisfaite par l'intégrale 

da db de 



ni. 



[(^-af + iy-bY+iz-eY-y 



t 
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dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver 
une solution de forme semblable pour Téquation 

d^y d^y d'y d^y 



dx' ' dy' ' dz' '^ du} "^ °' 

n étant le nombre des variables indépendantes. 

15. Sachant qu'une fonction F [x] est égale à la somme 
de la série convergente 

Ao -+- Al ces j: h- A, cos 2x -f- . . • -H A„ cos nx -\-. , . 

pour toutes les valeurs de la variable comprises entre o 
et TT, ainsi que pour ces limites, démontrer qu'on a généra- 
lement 



2 C^ 
^ Jo 



COS nxdx. 



16. La proposition précédente étant vraie pour la fonc- 
tion 

en conclure la relation 

TT ef"^ -\- cr^ I acosx acosix acosZx 

17. Sommer les séries 

I I I 

4- 



u'-\- 1 2 u- -h 1' 11^ -h 3' 



I I I 



«2-1-12 tt--h3^ /4^-h5-' 
i8. Sommer la série 



I I I 



(ËULER.) 



i9. Trouver la courbe dans laquelle la projection du 



QUESTIONS. 189 

rayon vecteur sur la tangente a un rapport constant avec la 
distance du pôle à cette même tangente. 

20. Trouver la courbe dans laquelle la distance de l'ori- 
gine au pied de la normale a un rapport constant avec la 
longueur de cette normale. 

21. Trouver la courbe dont l'aire est égale au cube de 
l'ordonnée divisée par l'abscisse. 

22. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscateS) 
dont l'équation est 

a étant un paramètre variable. 

25. Trajectoire orthogonale des ellipses données par l'é- 
quation 

le paramètre variable étant b. 

24. {Fig, 27.) Trouver la courbe qui coupe une série de 
paraboles ayant même axe et même sommet , de telle sorte 
que les aires AMP, AM'P soient égales à une surface 
donnée. 

2^. Trouver la courbe qui rencontre une série de cer- 
cles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cer- 
• clés, compris entre une droite fixe menée par le centre et 
les divers points de rencontre, aient une longueur con- 
stante. 

26, Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes 
les sphères passant par un point donné et dont les centres 
sont sur une droite fixe menée par ce point. 

27. Equation générale des surfaces qui coupent à angle 



r 
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droit l'ellipsoïde dont Féqualion est 

j.i y7 2' 

^i "^ ^ + ~I — ' • 

28. Trouver une courbe telle, que la longueur de l'arc 
soit dans un rapport constant avec la distance de l'origine 
au pied de la tangente. 

29. Trouver Ir courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure est égal à n fois la normale. 

50. Trouver une surface telle, que la distance d'un point 
donné A au point où une droite fixe AB rencontre le plan 
tangent en M soit proportionnelle à la longueur AM. 

31. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du 
point où la normale rencontre le plan des xy sont propor- 
tionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la 
surface. 

32. Trouver une courbe telle que, si d'un point fixe pris 
dans son plan on mène des rayons vecteurs à ses divers 
points, la projection du centre de courbure sur le rayon 
vecteur engendre une courbe semblable «^ la première^ 

33. Trouver une courbe semblable à sa développée. 

34. Trouver la courbe dans laquelle une puissance don- 
née de l'abscisse est proportionnelle à l'arc. 

35. On suppose que la courbe dont l'équation est, en 
coordonnées polaires, 

r"'cosmQ = a"*, 

roule sur une droite donnée , et l'on demande le lieu décrit 
par le pôle. 

36. Si les plans normaux d'une courbe sont tangents à 
une sphère donnée , la courbe est rectifiable. 
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57, Lieu des points de rencontre des plans tangents me- 
nés à un ellipsoïde par les extrémités de trois diamètres 
conjugués. 

38. Par le centre O d'un ellipsoïde on mène un plan quel- 
conque et une normale à ce plan, puis on porte sur cette 
normale, et dans le même sens, des longueurs OA, OB 
égales aux demi-axes principaux de la section obtenue; 
trouver le lieu des points A et B. 

59. Surface enveloppe d'un plan qui touche deux sphères 
données. 

-40. Surface enveloppe des plans normaux à Tellipsc 
sphérique (n° 173). 

41. Par un point M d'une surface on mène un plan tan- 
gent, et d'un point fixe O on abaisse sur ce plan une perpen- 
diculaire OH. Si l'on prend sur OH un point M' tel qu'on 
ait OM'. OH égal à une constante K*, le lieu des points M' est 
tel, que la perpendiculaire OH', abaissée sur son plan tan- 
gent en M', passe par le point M 5 et Ton a aussi 

:r oM.oH'=K^ 

42. On donne deux ellipsoïdes P et Pi, concentriques, 
semblables et semblablement placés ; des points de Pi comme 
sommets on décrit des cônes tangents à P : démontrer que 
deux quelconques de ces cônes se coupent suivant deux 
courbes planes. 
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Substituant cette valeur et celle de (f dans l'cqualion (i) ? îl 
vient 

OU bien 

Cette dernière égalité est absurde, car le second membre 
est divisible par x et le premier ne peut l'être , Jet ^ étant 
premiers avec x- Donc , etc. 

S. Si la fonction (f [x) n'est pas nulle depuis x = a jus- 
qu'à x = bj elle doit changer de signe dans cet inter- 
valle, sans quoi les éléments de l'intégrale u étant tous de 
même signe pour une valeur convenable de w, l'intégrale ne 
pourrait être nulle. Supposons donc que (f (x) change de 
signe, trois fois par exemple, et soient x^ x? , x^ les va- 
leurs de X qui donnent lieu à ce changement. Soit fait 

^|;(^)=:(^ — J:i)(.^ —^2) (^ -~- X^) z=z A .r' -f- B .r» -f- Cx -f- D. 

Puisque Tintégrale u est nulle pour toutes les valeurs en- 
tières de /^ , on a 

/* b r»h 

I a^ff(x) dœzz: o^ I .r'^ (j?) c/jr = o, 
Ja Ja 

Xh r*h 

X (f[x) dx ::=: Oy j ff(^x)dx = o; 
•Ja 

et, par suite, 

Xb nb 

(Aa:' + B.r'-+-Cj:-hD)<p(.r)«?.r= / ^{x)f^{x)dx^O. 
Ja 

La dernière équation ne peut exister, puisque ^f; [oc] et ç [x) 
changeant toujours de signe en même temps, l'élément de 
l'intégrale a toujours même signe. D'ailleurs le raisonne- 
ment resterait le même quel que fût le degré de t|/ ; donc, etc. 
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6. Le théorème de Wallis consiste en ce qu'on a, quand 
/z croît indéfiniment, 

. n 3. 3. 5. 5. ..(2«— 0(2/2 — i)(272-hi) 

2 2.2.4*4* • • 2/1.2/1 

OU bien 



©' 



,. 3.5.'7. . . (2/? — i)(2«-»-i)* 
hm ^ ~-^ ^-^ • 

2.4.D* • • 2/Z 

Or 



A = I cos»"Ô^Ô =- 

Jo 2 



I 3.5. . . (in — i)^ 
par conséquent, 

2 2.4»'5'' \2/î-|-I/ 

OU 

hmrJ r CCS '"Or/G =-. f-j • ( i j = — • 
L'équation 

3.5 ..(2/1 4-1) 

conduirait d'une manière analogue à la relation 



TT 



lira/z» / cos"'-»-'0e/9 =-. 



ces" 



7. Considérons l'intégrale 



r-t-00 /»-t-oo /»-f-oo 

dans laquelle X représente, pour abréger, l'expression 

i3. 



I 



iq6 questions diverses. 

Pour en obtenir la valeur, changeons de variables et po- 
sons 

«, JT, -f- «2 ^Tj -f- . . . + ^'n -ï^i» = Z|> 



Ces relations étant du premier degré, l'élément de l'inté- 
grale transformée sera 

les limites étant les mêmes et a représentant un coefficient 
rationnel en ai, ii,. . . . Comme on a, d'après la formule B, 
page 1 32, 

£"'-'••*=(?)• 

il en. résulte 

n 
K = acy2. 

D'un autre côté, il suit des conditions données qu'on a 
encore 

da, / du,,,. \ ^«„e-^»"'-^'"»- -, 

00 •/— 00 J — 00 

a' étant rationnel par rapport aux quantités ai, i^, . . . . On 
trouvera donc 

K = T'^'i 

et, par suite, 

(A.A2...A„)'=:4? 
a 

quantité rationnelle. 

c. Q. F. D. 

8. Soit 

T= r (^— x)'*d'.y= r {h'^xyn/{x)dx. 

Jo Jo 
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Afin d'avoir des limites indépendantes de A, posons 



Zh := X\ 

il vient 



A' (1-2) '\'(zh)dz. 
11 faut que -rr- soit nul, quel que soit /i ; on a donc 
= ^= f clz{i-^ zp fi a"' f (z//) + //f'(z/i) zl, 

Soit fait 

il en résulte 

— = 1 ^zU — z/i) F(z//)= I ^ ^ ^ =0. 

Pour que l'intégrale soit nulle, quel que soit /i, if faut^ 
que F(z) soit nul identiquement; car si F(x) n'est pas 
nul, on peut prendre h assez petit pour que F(x*) garde le 
même signe dans toute Tétendue de l'intégrale, et comtne le 

facteur est toujours positif, l'intégrale ayant tous 

[h — xf 
ses éléments de même signe ne saurait être nulle. Don€ 

^' {^) -^ 2^«p"(a?) = Ov 
On tire de là 

c'est l'équation différentielle de la cycloïde. 
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l'intégrale première connue renfermant la constante arbi- 
traire a. On trouve en différentiant 



et, par suite, 



Th^ '^ d^' "^ '^ d~r' 



^'--)=$'-ë- 



DifTérentions par rapport à a cette nouvelle équation , elle 
donne 

d^(f dff d<f d^ ff 

dadf ^ dy da ilailx 
OU bien 

,_"(â')/'(â). 

ce qui est la condition pour que l'expression 

d<^ dif 

soit une différentielle exacte. On a donc pour l'intégrale 
générale 

[Joum. deLiouviLLE, tome XIV.) 

iS. 1°. Rappelons qu'on a généralement u et p'.repré- 
sentant dctax fonction» de z , 

, . d'^ uv d'^ V da r/"-^' t> 

(') -di^^^'-d^-^'^Tz-d^^--- 

Soit fait 

I f 

5C a 



> 
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il en résulte 

2WH-I 

2m-f-i 

A et B désignant deux coefficients numériques. Ces ex- 
pressions nous montrent que dans le développement de o 
le facteur (i — z) entre à tous les termes avec des exposants 
toujours positifs , puisque a — i est toujours plus grand 
que m 5 ç s'annule donc pour z=i, 

2°. L'identité est manifeste pour a = i . Il suffit donc de 
prouver que si elle est vraie pour une valeur de a, elle 
existe encore pour une valeur supérieure d'une unité. Or 
on a 

OL-Ï K-i 



rf8« 






=-r 



sinxdx 



^-M.(|^g3) 2 



I 

a-i— 



Regardons (i — 2') ^ comme le produit de deux facteurs 

I — z^, (i — s') ^, la formule (i) donnera 
I 



Le second membre peut aussi s'écrire 






/ 
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et comme ridentité proposée est supposée exister pour la 
valeur a, on trouve, en prenant pour (f l'expression qui en 
résulte, 

I 
J=^-*-i(|_j.)°' 2 >«-. o ;: , . vCOs(a+i)x 

d'où 

an— 
— i- ^-^ = (— 1)«.3.5... (2a-*-l) / COs{ci-hl).r fU 

^/^ ^ #. / ,sin(a -*- i) j: 

C. Q. F. D. 

14, L'analogie indique la forme suivante : 

\f^ C C C tladbdc, 

p étant une indéterminée. On tire de là 

f^__ çrr iiadb ftc,.. 

par conséquent,^ 

h'^V r/'V ^^V 

1 1 -f-. . . 

//.r» r/r' ^3' 

Le second membre scia nécessairement nul, si Ton pose 

// 
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la solution demandée est donc 

dadhdc, . . 



— I 

12 



[(x - û)'4- (r - 6)»+ (z - c)' -h . . .f 
iti. j Y (x) cos nx djc 

= I (Ao-h A, cosx 4- A, COS2J: -+-. . .)cos/w:^; 

et comme i cospx cos qxdx est nul toutes les fois que/7 
est différent de ^, il en résulte 

Y (x)cos nxdx= An I cos'/îx& = - A„, c. q. f. d. 

o Jo ^ 

10. De Tégalité 

/n sin nx -^ a ces nx ^ 

e^cosnxdx=: e"' -^ C, 

on déduit 

I ie^* -f- c^-^')cosnx dx = — ^ ces n tt; 



d'où 



A„= -(-!)» 



^''7r_^— a- 



Delà résulte immédiatement la relation proposée. 
17. Soit fait 

dans la relation précédente , elle donne 



U II 

= — -H 1 h . . . • 

2, fMTZ ^— M 7r 2 tt /<2 -f- I ' tt' 4- 2- 
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OU bien 

« TT — I TT I I 

2a* a(^^"^— i) ~ a' -H 1' w' 4- 2» 

Remplaçons maintenant dans la même relation x par o, a 
par u , et retranchons le nouveau résultat de celui qu'on 
vient d'écrire, on trouve 

TT TT II 



4" 2«(6f"^4-i) «'+1' aa-f.3»^"' 
(^o/r n° 74 , première partie.) 
18. Faisons 

X =r o, 

dans la relation du n** 16, elle donne 

I TT 



I 

4- 



2 

I I 1 



rt'4-i^ û»+2^ «^+3' rt'-|-4' 

Pour a = o, la vraie valeur du premier membre est — 

19. a désignant le rapport donné , l'angle du rayon vec* 

1 . , . I 

teur avec la tangente a pour tangente irigonomelrique — 

On a donc 

'f = -; d'où r^Ce'", 
dr a 

équation de la spirale logarithmique. 

- ^■(-i;)="(--^'); 

dy 
et en résolvant par rapport à j^ -7-9 



dy 
ax 



■,=±.. 



[(/i»- i)^-^ + /j-x']' 
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Inéquation intégrale 

représente des cercles. 

21. Jy.U = Çr 

et en différentiant , 

( jr' -h jr^ ) dx =z 3 xjr dx. 
On trouve pour l'intégrale de cette équation homogène 

22. Posons 
d'où 



\ dx I X 



l'équation différentielle est donc, d'après la théorie des 
trajectoires orthogonales, 

Celte équation homogène donne par Finlégration 

équation d'une lemniscate semblable aux proposées et dont 
Taxe est incliné de 45° sur celui de ces courbes. 

Le problème des trajectoires orthogonales a beaucoup 
occupé les géomètres. En 1716 Leibnitz le proposa aux sa- 
vants de l'Angleterre, ikAdpulsum Anglorum analystorum 
nonnihil tentandum » . Le gant fut relevé par Newton et 
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Taylor, mais le travail le plus approfondi sur cette question 
appartient à Euler. 

25. On trouve 

j' H- x' — C = fl' log.r'. 
24. Soient 

( I ) j' — ^a.T :=: O 

l'équation de Tune des paraboles, t* la surface constante; 
on a 

Les relations (i) et (2) font connaître les coordonnées de 
rextrémité de l'arc à laquelle s'arrête l'intégrale, et l'équa- 
tion 

?. jrr = 3 A% 

qui en résulte par rélimination de a, est celle du lieu de- 
mandé. 

2S. Soient b la longueur donnée, a:' 4- j* =a' l'équa- 
tion de l'un des cercles, x, .yx les coordonnées d'un point 
du lieu ; on a 



-r 



^dr . ri 
== a arc sm —9 



et 

Eliminant a, il vient 

arctang- = p 5 ou r0=6. 

Cette dernière équation aurait pu s'obtenir tout de suite, 
car on a, pour les coordonnées polaires d'mn point du lieu, 

. b 



"> 
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et 5 par suite, 

^6. Prenant le point donné pour origine et la ligne 
donnée pour axe des x^ l'équation de l'une des sphères sera 

Si l'on désigne en outre par -r-y -j- les dérivées partielles 

relatives à la surface inconnue, on trouve qu'on est conduit 
à intégrer Téquation 

dz Y^ -t- z* — .r' r dz 
On trouve 

28. Soit T le rapport donné; on a 

Dîfférenliant et prenant/ pour variable indépendante, il 



vient 






Faisons — = f et intégrons , nous aurons 



b 



Cx " = {1+1')' +t, 



iJ.* = (,+t'r-^ 



\ 
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et enfin 



2C.r- 



b — a . b-ha/ 



Ce problème, le cas le plus simple des courbes de pour- 
suite^ revient au suivant : Un point mobile A parcourt une 
droite PQ avec une vitesse constante a ; il est poursuivi par 
un autre mobile B animé d'une vitesse b ; on demande la 
courbe décrite par 6 en supposant que la position initiale 
de ce point ne soit pas sur PQ. 



29. On trouve 



€lx=zdj 



C'r""-.)'' 



équation toujours intégrable si n est entier. Pour n = 2, on 
a une cycloïde; pour /i = i, un cercle. Lorsqu'on suppose 
n = — I, l'équation devient 

dr 



d'où l'on tire 



et, par suite, 



cf — (c'y' — ly =-€-*; 
J = — { t-* H- -^ e^*] ' 



La courbe est une chaînette. 

50. On trouve immédiatement, en prenant A pour ori- 
gine et AB pour axe des z , 

dz dz , Jr 

L'iulégrale de celte équation aux différentielles partielles 
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€st la suivante : 



[{x'+r'+z'r+x]=^(iy 



dz dz 

31. x-hz-- =mx, J- + *-— - = /2j. 
djc dy 

On déduit de là 

[m — i)xdx {m — ^)xdy 

z z 

et, en intégrant, 

2'= ( W — l) X»-+- (/l — 1) J^*'+ C. 

52. Prenons le point A pour pôle ; le rayon de courbure 
en un point quelconque a pour expression , au moyen des 
coordonnées polaires , 

ar 
en posant 

dr 

Tb = ^'' 

La condition du problème revient d'ailleurs à dire que 
la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur 
est à ce rayon vecteur dans un rapport constant. Il en ré- 
sulte l'équation 

dp 



= adr. 



qui peut s ecnre 






p{rdp- 


-pdr)_^ r 




p' r^-hp' 


Elle devient 




2 udu dr 




I -H a' r 


en faisant 




î='> 



'4 



/ 
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par suite, 

et enfin 

d9= -. 

Cette dernière formule s'intègre (n^ 1166) et donne 

r« ces ^ ( e — w) = ^. [Foir n" 448.) 

53. Ce problème se résout simplement en définissant la 
courbe , d'après Euler, par une équation entre le rayon de 
courbure p et l'angle y que fait ce rayon avec une direc- 
tion constante. Soit doue 

l'équation de la courbe , (f étant l'angle du rayon de cour- 
bure avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que cette droite est l'axe des y. On voit sans 
peine qu'on a 

ds = p^?> 
et comme 

-=tangcp, 

<ir = rfj I i-h -rr^ ) = p cos^ cr<p , 
djr = p sin f d(f. 

Ces deux dernières équations feront connaître x el j en 
fonction de (p. D'ailleurs, si pi et (fi sont les coordonnées 
du point de la développée correspondant au point qui a p 
et (f pour coordonnées , on a 

TT 
?» = ?+-' 

d'où 

et comme l'élément de la développée est égal à dp^ oli a 

aussi 

do ■=. c, d^^ = pi df». 
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Si la développée est semblable à la (îourbe, n étant le rap- 
port de similitude , 

et , par suite , 

P 

Si Ton porte cette valeur de p dans celles de dx el de dy^ 

on obtient les équations intégrales 

Ac"t' 
X — a =1 (sin © -H // ces (o), 

r — A =:r (n sin ep — coscp), 

en appelant a et b deux constantes arbitraires. Faisons 

r - ^ . I 

= taoffO, -=:tant'w, 

.r — a " « 



il viendra 



? 

/■ = =: A ces w e 9 

I -f- n^ 

sin 9 — cosa;tan£»o) 

tang B = -T— ^^ ^^^ ^^ = tang (<p — o) ; 

^ sin^tangw H- cosw ° ^^ 

et, par conséquent, 

<? —6) 

= (j. — w , r r:.: A COSco t'^^nC'^'. 

(-]ette dernière équation est celle d'une? spirale logaritli- 
mique dans laquelle le ray()n vecteur fait avec la tangente 
l'angle w. 

54. On trouve ' ♦ 

(/y =z {n' K^ X'"-' — i)^ dx. 

La cycloide et la développée de la parabole sont des cas 
particuliers de la courbe clierchée. 

ô5. Soit en général une courbe HK qui roule sur une 

.4. 



f 
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droite Ax située dans son plan-, pour trouver le lieu décrit 
par un point O de ce plan invariablement lié k la courbe, 
je la suppose rapportée à ce point comme pôle et à la droite 
quelconque OP comme axe polaire. La droite OP est aussi 
invariablement attachée à la courbe. Soient r et les coor- 
données polaires du point M où la courbe touche l'axe des Xy 
la relation qui les lie est exprimée par une équation 
(r) F(r,e) = o. 

X ely élaiil les coordonnées du point o, on a aussi 

Le lieu s'obtient en éliminant B et r entre les équations (i), 
(.) et (3). 

Appliquons ici ce calcul, il vient 

[ 2w 1 ~"^ 

Si m = 1 , la courbe mobile est un cercle dont un point 
est situé au pôle^ on retrouve la cycloïde. 

Pour m = -? la courbe mobile est une parabole qui a son 

foyer en O; ce foyer décrit une chaînette. 

Pour m = 2 , le point O, centre d'une hyperbole équila- 
tère, décrit une courbe dont l'équation diflérentielle 

est celle d'une courbe élastique rectangulaire, (^o/r n^*^07 
et 4S2.) 

56. Le plan normal au point x^ y, z a pour équation 

(X — .r) ^ 4- : Y — r) ^(r -H (Z -^ z)dz= o, 



> 



SOLUTIONS. 2l3 

ei la distance de l'origine à ce plan est 

xdx H- ydy -h Jh» 
ds 

L'origine étant le centre de la sphère donnée de rayon a, on 

â donc 

ads = xdx -\-ydy -i- zdz , 

d'où 



j = C -h — fx' 4-7' -H 2'). 



C, Q. F. D. 



57. Soient j:i,Ji, Zj, J^sjJ^î, -Sj, ^sî Js» ^s les coordon- 
nées des extrémités des diamètres par lesquelles on mène 
des plans tangents à l'ellipsoïde 



Ces plans tangents ont pour équations 

(0 { T^-'^H — r=>» 

a} h^ c^ 

«» "^ Z>^ "^ c» "" * 

D'ailleurs, la ligne qui joint le centre au point [x ^y^ z) 
est la diagonale d'un parallélipipède dont les arêtes sont 
les trois demi-longueurs des diamètres considérés. La pro- 
jection de cette diagonale sur un axe quelconque étant égale 
à la somme des projections des trois arêtes sur le même 
axe , on a 

j: = x, -H j:5-Ha?3, j' = jr, -|- ^, -f. j, , z = z, -h z, -|- «3 ; 
et par suite, en ajoutant les équations (i), 






.4.. 



/ 
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58. L'ellipsoïde ayant pour équation 

si on le coupe par le plan 

Ix -H mjr -f- «z = o , 

les demi-axes principaux seront les racines de l'équation 

aU^ b^m^ c'n' _ 

(ro/rn« 118.) 

D'un autre côté a: , /, 2: désignant les coordonnées de A 
ou de B, on voit sans peine qu'on a 

X -=. Ir, y = mr^ z = nr 

L'équation de la surface est donc 

à^ x"^ h'^y'^ c^z^ 

dans laquelle 

,.2 — ^5 + j5 4. 2^ ( Voir n» 191.) 

59. Les deux sphères ont pour équation , 

^'-hr'-f-z'=>^% (.r-~a)=-+-(jr— ^)'-f- (z— cj'=: /'». 

L'équation d'un plan tangent à la première au point 

(.ri,7,,^,) sera 

(i) J?n -f- JJi -H zz,=:h\ 

Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde 
.au point (x,, j^^ z^)^ on a les relations 

j:, — ^ y^ — b Zi — c ^ 
JT, ~" r, ~ z, ' 
d'où l'on tire 

x^ — a X2 — ^ Zj — c _, /• à^ — ( ax^ -h by^ -h cz, ) 

jTi "" 7i """ Zi à^ h} ' 



^ 



SOLUTIONS. 21 5 

par suite, 

(2) ax, -H 6r,-f-cz, = A(A±^). 

La question revient à trouver la surface enveloppe d'un 
plan dont l'équation est (i), les paramètres Xi ,/i , z^ de- 
vant satisfaire à l'équation 

(3) :cî-hjî4-z; = As 

et à la relation (2). 

DifTérentîant les équations (i) , (3) , {2) par rapport aux 
paramètres, il vient 

(4) xdxy^ -f- ydy^ -f- zdz, = o , 

(5) x,dx,'\'y^dy^'\'Z^dz^^=iQ^ 

(6) fl<ir, -f- ô^, -4- ccfe, = o . 

Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir 
multiplié la première par X et la seconde par fjt , X et fjt étant 
deux indéterminées, puis égalons à zéro les multiplicateurs 
des différentielles 5 nous trouverons ainsi 

Ces relations, multipliées respectivement par x^y^z et 
ajoutées, nous donneront 

Tirant |Lt de là , nous obtenons, enfin eu égard à la symé* 
trie des calculs, 



r— j. 



ha --[h±.k)x, hh^{h±k)y,'~ hc — (hzilk)z, 
Ces trois rapports ont pour valeur commune 

h [ax -h by -4- cz) — {h± k) A'' 
et aussi 

ax -H bx -j- cz — h{h:±zk) 
h (a' -f ^' -}- r') — . A {h ±1)'' 



i 
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Il en résulte l'équation 

Elle représente deux cônes , comme on pouvait le prévoir. 

40. L'équation du plan normal à la courbe au point 
(a:, j^, z) est la suivante : 

(i) «»(^»-«c»)— -h ^'(c'— a') — ^c' («»—*')- = o, 

f j. 'y / J 

X, y et Z étant liées par les deux relations 

(2) x'-f.j^-h3'=r% 

Différentiant ces trois équations par rapport à x, j^ et z , 
nous aurons 

(4) fl'(ô' — c}) \ dx 4- è»(c2 -^ à") \ dfH-cUa'-'-b') -^ dz = o, 





' jr' X ' y^ " 


(5) 


xdx -f- jdy -f- zdi =^ , 


(6) 


xdx rdr zdz 
a} 6* c^ 



En faisant usage des indéterminées A et fx comme dans le 
numéro précédent , on trouve 

X X 

tf'(6'-- c')- -+-^^4- pi- =r o, 
xr a* 

z z 

c' (û3_ 6')- -H Xz 4- a - = o. 
z' "^ a^ 

Multiplions respectivement par x^y^ z ces dernières équa- 
tions, et ajoutons les résultats , il vi('nt 

>r*4- fi = o; 
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et , par suite , 

(') ^=Th3^.^' -^-TPHÏ'^' •'=rr-^37.- 

D'ailleurs, de la combinaison des équations (2) et (3) , on 
tire 

par conséquent , en substituant à x j y, z leurs valeurs 
tirées des équations (7), on arrive à un résultat de la 
forme 



!)'*(i)'-(-cr=°- 



Cette équation homogène par rapport aux variables 
représente une surface conique, résultat facile à prévoir 
puisque tous les plans normaux passent par le centre de la 
sphère. 

41. Prenons le point fixe pour origine des coordonnées, 
et soient 

/(or, j, 3)=o, F(j:, j, z) = Oy 

les équations des deux surfaces. «, i, <?, étant les coordon- 
nées du point M, a', i', c', celles du point M', on a 

(i) f[a, b, c) = o, 

(2) ¥{a',b\c')^o. 

D'ailleurs , 

-.._ OH aa' -^ bb' -^ ce' 
ces MOH =: — — = 



OM OM.OM' 

ot, par suite, 

(3) flû'-f- bb'-^cc'=k\ 

On trouve aussi 

, ilY . , dY ^ d¥ 
cia' db' de' 



[[d^'j -^[d-bj-^^dp).} 
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Or, si l'on considère a^b^c^ o,\h\ c comme variablesr 
dans les équations (i) , (2) , (3) , il vient, en différentiant, 

da do de 

_da'^^,db'^-dc'=o, 

a' da 4- b' db -+- c' de -+- ada' + bdb' -4- edc'zizo. 

Employons ici , comme dans le numéro qui précède , les 
multiplicateurs indéterminés X et /i, il viendra 

da do de 

d¥ ^ d¥ d¥ 

Les trois dernières équations nous apprennent que les di- 
rections de OM et de OH' coïncident. Elles nous permettent 
aussi de mettre OH' sous la forme 

0H'=:^, d'où O^.OW=zk\ C.5?. F. n. 

OM 

Lee^AUrfaces que nous venons de considérer onl été nom- 
mées réciproques par M. JNlac Cullagh. 

Il est facile de voir que la surface réciproque d'un ellip- 
soïde est un autre ellipsoïde. 

4S. Soient x^^ y^^ z^ les coordonnées d'un point M de P,; 
l'équation d'un plan tangent à P au point (x', 7', z') et 
passant en M sera 











XX 


b' 


avec 


les condi 


tions 






x^x, 


+ 


b^' 


C* 


= 1 



Le cône qui a son sommet en M peut cive considéré 
comme la surface enveloppe de ce plan. 
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Pour obtenir l'équation de cette surface, diflférentions 
les trois équations précédentes par rapport à x', y\ z' \ 
nous en déduirons 

(i) j:= >ar'-h pj?,, 

(2) r=A/-t-p/.» 

(3) 3 = > Z' -H fA z, , 

X et (x étant deux facteurs indéterminés. 

x' y' z' 

Multipliant (i) par—» (2) par^» (3) par -et ajoutant, 

on trouve 

(4) I = A 4- f.. 

Multipliant de nouveau (i) par — > (2) par t^5 (3) par - 
et ajoutant, il vient 

(5) AH-i=>-f-fA(B-|-i), ou A=fAB, 
en posant, pour abréger, 

xj r^ z^ . XX X YYx zz, _ 

Multipliant enfin (i) par -^5 (2) par j^^ (3) par"'' et 
faisant 

^' r\ z\ 



a' b 



c 



nous obtiendrons 

(6) B-f-i =>-hfx(A, -h i), ou B=fxA,; 

par suite , 

AA, = B% 
c'est-à-dire, 

c'est l'équation du cône dont le sommet est en M. 



a 20 . i^TTESTlONS DIVERSES. \,. 

Pour tout autre'oône dont le sommet est sur la surface Pi, 
la quantité 

aura la même valeur, puisque P et Pi sont concèntriqaes , 
semblables et semblablement placés. Si donc on retranche 
Féquation (7) de Téquation du cône dont le sommet serait 
au point Xj , y, , jK, , ce point étant sur Pi, on trouvera 

Cette équation, à laquelle satisfont les coordonnées des 
points communs aux deux cônes, se décompose en ^leux 
équations du premier degré. c. q. f. d. 

Les plans qu'on obtient ainsi ont pour équations 

Lâ^'icôndition pour qu'ils se coupent à angle dk^t don- 



nerait 



a* 



b* c* a* b* c* 



C'est-à-dire que les divers sommets doivent se trouver sur 
un troisième ellipsoïde, concentrique aux deux autres, 
semblablement placé, et dont les axes soient proportionnels 
aux carrés des axes de ceux-là . 
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